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1 Logique de base

1.1 Implication, condition nécéssaire, condition suffisante

Définition 1.1 :

note

A= B

pour dire que si A est vraie, alors B est vraie.

Soient A et B deux propositions. On dit que A implique B et on

Remarque 1.2 : Si A = B, on dit que B est une condition nécessaire a A et que A
est une condition suffisante a B.
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1.2 Contraposée

Définition 1.3 : Si A = B, alors
non(B) = non(A)

autrement dit, puisque si A est vraie, alors B est nécessairement vraie, alors si B est
faux, c’est que A est faux. non(B) = non(A) est la contraposée de A = B.

Exemple 1.4 :  Soient les propositions A = « il pleut » et B = « je ne sors pas »
(donc non(A) = «il ne pleut pas » et non(B) = «jesors»). On a A = B, autrement
dit, s’il pleut, je ne sors pas. On peut donc dire avec certitude que si je sors, c’est
qu’il ne pleut pas : non(B) = non(A).

Définition 1.5 : On appelle réciproque de la proposition « A = B » la proposition :
B=A

Remarque 1.6 : Il faut bien prendre garde & ne pas confondre une proposition avec sa
réciproque.

1.3 Equivalence

Définition 1.7 : On dit que A est équivalent 4 B et I’on note
Ae B

siA= Bet B= A.

Remarque 1.8 : On utilise souvent la formulation suivante pour dire que A < B :
« A est vraie si et seulement si B est vraie »
En effet :
« A est vraie si B est vraie » signifie B = A
et
« A est vraie seulement si B est vraie » signifie A = B

Remarque 1.9 : On dit que B est une condition nécessaire et suffisante & A (et de
la méme fagon, A est une condition nécéssaire et suffisante a B).

1.4 Exercices

> FEzercice 1.10 : Soit n un entier quelconque. Parmi les phrases suivantes, lesquelles
traduisent correctement l’'implication

(4[n)=(2]|n)
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. O Si 4 divise n alors 2 divise n.
. O 2 divise n seulement si 4 divise n.
. O Pour que 2 divise n, il faut que 4 divise n.

. O Pour que 2 divise n, il suffit que 4 divise n.

1
2
3
4
5. O La condition « 2 divise n » est nécessaire pour que 4 divise n.

6. [ La condition « 4 divise n » est nécessaire pour que 2 divise n.

7. O La condition « 4 divise n » est suffisante pour que 2 divise n.

8. [ II est nécessaire et suffisant que 4 divise n pour que 2 divise n.

9. I Si 2 ne divise pas n, alors 4 ne divise pas n.
10. O 11 est nécessaire que 4 ne divise pas n pour que 2 ne divise pas n.
11. O II est suffisant que 2 ne divise pas n pour que 4 ne divise pas n.

12. [ 4 ne divise pas n si et seulement si 2 ne divise pas n.

2 Théorie naive des ensembles

2.1 Ensembles, éléments

Définition 2.1 : Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments. Chaque
élément apparait dans ’ensemble de facon unique et 'ordre d’apparition des éléments
n’importe pas. Un ensemble est noté entre accolades.

Exemple 2.2 : FE ={1,2,3,4,5} est un ensemble. On peut également le noter :
{5,4,3,2,1} ouencore {1, 3,2,5,4}. A noter que, par définition, un méme élement ne
peut pas apparaitre plusieurs fois dans un ensemble. Ainsi : {1,2,2,2,3} = {1, 2, 3}.

Définition 2.3 : Lorsqu’un élément x appartient & un ensemble £, on note :
zeFl

Dans le cas contraire, on note z ¢ E (et on dit que x n’appartient pas a E).
| Exemple 2.4: Si F={1,2,3,4,5}, alors 1€ E, 3€ Fmais8 ¢ F.

Définition 2.5 : Deux ensembles sont égaux lorsqu’ils contiennent exactement les
mémes éléments.

Remarque 2.6 : Il y a plusieurs fagons de représenter un ensemble. Lorsque cet ensemble
est fini (i.e. contient un nombre fini d’éléments), on énumeére généralement ses éléments
(comme dans ’exemple précédent). En revanche, lorsque ’on ne peut pas lister les éléments
de ’ensemble, on cherche une facon de décrire ces éléments.
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Exemple 2.7 :  On veut définir ’ensemble P comme étant I’ensemble contenant
tous les nombres entiers pairs. Comme il en existe une infinité, on ne peut pas les
énumérer. On note alors, par exemple, P = {z tels que x soit un entier pair}. On
verra ultérieurement comment formaliser mathématiquement « x tels que x soit un
entier pair ».

Définition 2.8 : On appelle singleton tout ensemble composé d’un seul élément.

Exemple 2.9 :  Les ensembles E = {1}, F = {2} ou encore G = {a} sont des
singletons.

Remarque 2.10 : Il ne faut pas confondre un singleton avec ’élément qu’il contient.

Exemple 2.11 : E = {3} est un ensemble de réels (méme s’il n’en contient qu'un)
alors que 3 est un réel.

Définition 2.12 : On appelle cardinal d’un ensemble et on note card le nombre
d’éléments que contient I’ensemble.

Exemple 2.13 : Si E = {a,b,c,d}, card(E) = 4. Le cardinal d’un singleton est
1.

Remarque 2.14 : Il existe un unique ensemble de cardinal nul, i.e. ne contenant aucun
élément : il s’agit de I’ensemble vide noté &.

2.2 Sous-ensembles

2.2.1 Inclusion

Définition 2.15 : Soient F et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans F' et
on note
ECF

si tous les éléments de F appartiennent & F'. On dit alors que E est un sous-ensemble
de F', ou encore une partie de F'.

Remarque 2.16 : Dans certains ouvrages, le symbole C est substitué par C.

| Exemple 2.17 : Si E = {a,b,c} et F ={a,b,c,d,e, f}, alors E C F.
Remarque 2.18 : par définition de I’égalité de deux ensembles, on a ' = F’ si et seulement
siECFetFCE.

Remarque 2.19 : L’ensemble vide & est inclus dans tous les ensembles. Soit un ensemble
FE quelconque, on a toujours @ C E.
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2.2.2 Ensemble des parties

Définition 2.20 : Soit F un ensemble. Les sous-ensembles (ou parties) de E forment
un ensemble appelé ensemble des parties de E, et noté P(F) :

P(E)={F | F C E}

Remarque 2.21 : P(E) = {F | F C E} se lit « P(E) est 'ensemble des F' tels que F
soit inclus dans E ».

Remarque 2.22 : Quelque soit 'ensemble E, on a toujours @ € P(E) et E € P(E). En
effet, on a dit précédemment que @ C F et, naturellement, £ C E.

Exemple 2.23 :  Soit £ = {1,2,3}. On cherche alors a calculer P(E). On cherche
méthodiquement les éléments qui composent P(FE). On commence par les ensembles
a 0 élément, puis 1, puis 2, ... :

e 40 élément : @

e a1 élément : {1}, {2}, {3}

e a2 ¢lements : {1,2}, {1,3}, {2,3}

e &3 ¢léments : {1,2,3} = F

Donc P(E) ={@, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, E}.

Proposition 2.24 : Soit £ un ensemble fini de cardinal n. On a :

card(P(E)) = 2"

> Démonstration : On cherche a former un sous-ensemble de E. Comment s’y prend-
on ? On regarde le premier élément de E et ['on se dit « Le prends-je ou ne le prends-je
pas ? ». On a donc 2 possibilités. On regarde ensuite le second éléments et on se pose la
méme question, on a donc de nouwveau 2 possibilités. Au final, on aura 2 x 2 x ... x2 = 2"
possibilités. |

2.3 Opérations sur les ensembles

2.3.1 Union

Définition 2.25 : On appelle union (ou réunion) de deux ensembles A et B et I'on
note

AUB={z|z€ Aouzxe€ B}

I’ensemble des éléments qui appartiennent a A ou a B.

| Exemple 2.26 : Si A={1,2} et B={2,4,5} alors AUB ={1,2,4,5}.

Remarque 2.27 : Quelque soit ’ensemble F, on a FUZ = E. On dit que & est I’élément
neutre de I'union.

Remarque 2.28 : AU B se lit « A union B ».
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Remarque 2.29 : Lorsque 'on veut désigner 'union de n ensembles ot n € N, on note :

UAfa%UAﬂL“UAn

=1

2.3.2 Intersection

Définition 2.30 : On appelle intersection de deux ensembles A et B et 1’on note
ANB={z|zcAetz e B}

I’ensemble des éléments qui appartiennent a la fois & A et & B.

| Exemple 2.31: Si A={1,2} et B=1{2,4,5} alors AN B = {2}.
Remarque 2.32 : Quelque soit ’ensemble F/, on a ENG = &. On dit que & est ’élément
absorbant de 'intersection.
Remarque 2.33 : AN B selit « A inter B ».

Remarque 2.34 : Lorsque 'on veut désigner 'intersection de n ensembles ot n € N, on
note :

ﬂ&:mm@mmm%
=1

Définition 2.35 : On dit que deux ensembles A et B sont disjoints si
ANB=g

Autrement dit, s’il n’existe aucun élément commun a A et & B.

2.3.3 Différence

Définition 2.36 : On appelle différence des ensembles A et B et ’on note
A\B ou A—-B={z|z€ Aetz ¢ B}

I’ensemble des éléments qui appartiennent & A mais pas & B.
Remarque 2.37 : A\B (ou A — B) se lit « A privé de B ».

| Exemple 2.38 : Si A={1,2} et B={2,4,5} alors A\B = {1}.

Remarque 2.39 : On a les propriétés évidentes suivantes :
e A\B=A\(ANB)

° A\@ =A

° A\A =y
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2.3.4 Complémentaire

Remarque 2.40 : Lorsqu’on parle du complémentaire d’un ensemble, on sous-entend
que 'on se place dans un « sur-ensemble » qui contient tous les éléments de I’étude. En
début d’énoncé, vous devez voir une phrase de la forme « on se place dans R » ou « on se
place dans N » ...On appelle généralement {2 cet ensemble de base et I’'on parle parfois
d’univers.

Définition 2.41 : On se place dans un ensemble €2. On appelle complémentaire d’un
ensemble A ’on note

A={zeQ|x¢ A}
I’ensemble des éléments qui n’appartiennent pas a A.

Remarque 2.42 : Voici deux formules connues sous le nom de loi de De Morgan :

i=1 i=1
(Aa)-U
i=1 i=1
Remarque 2.43 : A\B=ANDB
Remarque 2.44 : A= Q\A
Exemple 2.45 : On se place dans N. Soient les ensembles £ = {0,1,2,3}

et F = {x | = entier positif pair}. Alors, E = {z | z > 3} = {4,5,6,7,...} et
F = {2 | = entier positif impair}.

2.4 Application caractéristique (indicatrice)

On se place dans un ensemble @ (ce qui signifie que tous les ensembles considérés dans
cette partie seront des sous-ensembles de €2).

Définition 2.46 : On appelle application caractéristique ou indicatrice d’un
ensemble E et I'on note 15 'application telle que :

lsizeE
]IE(“:)_{ Osiz¢E

Remarque 2.47 : La définition d’une application sera donneé dans un chapitre ulté-
rieur.

Remarque 2.48 : On a les propriétés essentielles suivantes :

e A = B si et seulement si pour tous les éléments z de Q, 14(z) = 15(x)

e pour tout élément z de Q, 1 g4np(z) = 14(x).1p(x) = min(l4(x), 1p(x))

pour tout élément x de Q, L aup(z) = La(z)+1p(z)—1a(z).1p(x) = max(14(z), 1p(z))
pour tout ¢lément = de Q, 14(x) =1 —1La(x)

pour tout élément x de Q, 1 5\ g(z) =1 — La(z).1p(x)
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2.5 Partition

Définition 2.49 : Soit £ un ensemble non vide. On appelle partition de F tout
sous-ensemble P de P(E) tel que :
e tout élément de P est non vide
e les éléments de P sont deux & deux disjoints
o U e = F, i.e. 'union de tous les élements de P est égale & E
ecP

Remarque 2.50 : Si E est un ensemble fini, alors on peut écrire P de la fagon suivante :
P ={A, Ay, ..., A,} et on peut alors reformuler la définition de la fagon suivante : P est
une partition de F si :
e pour tout i de 1 an, A; # &
e pour tout i # j, A, NA; =2

n

.U&:E
=1

Remarque 2.51 : Une partition d’un ensemble E est tout simplement un « découpage »
de E en plusieurs morceaux non vides et disjoints.

Exemple 2.52 :  Soit un E = {a,b,c,d,e}. L’ensemble P = {{a, e}, {b}, {c,d}}
est une partition de FE.

2.6 Ensembles remarquables

Voici quelques ensembles bien connus :
e R : I'ensemble des réels (1.25 € R, m € R, g €eR)

e N : I'ensemble des entiers naturels (0,1,2,3,4,5,6,...)
e 7 : 'ensemble des entiers relatifs (...,—5,—-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5,...)
e B={0,1} : 'ensemble des booléens

2.7 Exercices

> Ezercice 2.53 : On considére que notre univers est € (i.e. tous les ensembles considérés
sont des sous-ensembles de §2). Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies?

1. O AN B est le plus grand ensemble contenu & la fois dans les ensembles A et B.
[0 AN B est le plus petit ensemble contenu & la fois dans les ensembles A et B.
0 AU B est le plus grand ensemble contenant les éléments de A et de B.

[0 AU B est le plus petit ensemble contenant les éléments de A et de B.
O(ANB)U(ANB) =0

OANBUANB)=A4

O(ANB)U(ANB)=B

NS e N

8.DSdmﬁIgNetk€L[jAdgAkg<LL&>
i€l i€l
9. 0JACB = AUB=A

Pré-requis de Mathématiques — Version 1.0 — Tony Bourdier



3 Produit cartésien, n-uplets 9

10.0ACB = AUB=8B
11.O0OACB = ANnB=A
1220ACB = ANnB=8B
13. ACBetBCA = A=8B

14.0 [ J{z} =0
150 J{z}=4

6. JACB<B
17 0ACB& A
18. DAUA=Q
19. O card(ANB) < ¢

20. O card(AU B) > card
21. Ocard(AUB) =card(A) < BCA

22. O card(AU B) = card(A) + card(B)

23. OANB =@ = card(AU B) = card(A) + card(B)
24. O ANB# @ = card(AU B) < card(A) + card(B)

rd(A)
A)

/-\/-\/-\/-\

> FEzercice 2.54 : Déterminez les ensembles suivants :

> Ezercice 2.55 : Soit B = {0, 1}.
1. A-t-on BC B?
2. Quels sont les éléments de P(B)?
3. Quels sont les éléments de P(P(B))?
4

. Mémes questions pour B = &.

3 Produit cartésien, n-uplets

3.1 n-uplets

Nous avons défini les ensembles comme étant des collections d’objets dans lesquelles I'ordre
des éléments n’importe pas et ol chaque élément apparait de maniére unique. Nous défi-
nissons désormais des collections d’objets tenant compte de l'ordre des éléments et ot un
éléments peut apparaitre plusieurs fois.

Définition 3.1 : On appelle couple une collection de deux éléments notée
(a,b)

telle que (a,b) = (¢, d) si et seulement si a = c et b= d.
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Remarque 3.2 : Sia #b, (a,b) # (b,a).

Remarque 3.3 : De la méme fagon, on peut définir les notions de triplets, de quadruplet,
..., de n-uplet.

Définition 3.4 : On appelle n-uplet une collection de n éléments notée

(al,(lQ, e 7an)
telle que (a1, ag,...,an) = (b1,be,...,b,) si et seulement si a; = by et ag = bo, ...,
an = by,.
3.2 Produit cartésien
Définition 3.5 : Soient F; et Fs deux ensembles. On appelle produit cartésien

de Ej et de Es et 'on note Fy x Ey I'ensemble des couples (aj,az) tels que a; soit un
élément de 7 et ag un élément de FEs :

Fi x By = {(al,ag) ‘ a1 € Fj et ag € Eg}

On définit de méme le produit cartésien de n ensembles Fy, ..., E, par :

n
By x By x...x En=[][Ei={(a1,02,...,an) | a1 € By et ay € By et ... et ay € By}
=1

Remarque 3.6 : On écrit E" alaplacede ExX Ex ... x E

n occurences de F

Remarque 3.7 : L’expression « Soit (ay,as,...,a,) € F1 X Ey X ... X E, » est donc
strictement équivalente a « Soient a1 € Fy, a2 € Eo, ..., a, € E, ».

Exemple 3.8 : Soient E = {a,b} et F' = {1, 2,3} deux ensembles. Le produits car-
tésien E x F' contient tous les couples suivants : (a, 1), (a,2), (a,3), (b,1), (b,2), et
(0,3).

Remarque 3.9 : Le produit cartésien d’'un ensemble par I’ensemble vide est I’ensemble
vide: E x @ = 0.

4 Quantificateurs
4.1 Quel que soit

Définition 4.1 : On introduit un symbole trés utilisé en mathématiques, le quantifi-
cateur universel V qui se lit « quel que soit » ou « pour tout ».

Remarque 4.2 : On utilise ce quantificateur pour exprimer le fait qu’une propriété est
vraie pour tous les éléments d’un ensemble donné.
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Exemple 4.3 : La propriété
Vr € E, P(x)

se lit « Pour tous les éléments de x de E, la propriété P(x) est vraie ». Par exemple,
si on note P(x) la propriété « z est pair » et E = {2,4,10,16,28} alors, on a
effectivement Vx € E, P(x), autrement dit, 2,4, 10,16 et 28 sont des nombres pairs.

Remarque 4.4 : Lorsque I'on doit démontrer une propriété de la forme : «Vx € E, ... »
la démonstration débutera par : « Soit x € E », autrement dit, en considérant un xz
quelconque de E. Comme la propriété aura été démontrée pour un élément quelconque de
E, elle sera valable pour tous les éléments de E.

4.2 1l existe

Définition 4.5 : On introduit un nouveau symbole également trés utilisé en mathé-
matiques, le quantificateur existentiel 3 qui se lit « il existe ».

Exemple 4.6 : La propriété

dr € E, P(x)

se lit « Il existe au moins un élément = de E tel que P(z) soit vraie » ou encore « On
peut trouver un x de E (éventuellement plusieurs) qui vérifie P(z) ».

Remarque 4.7 : «3Jdxr € E, P(x)» s'écrit également « 3z € E ; P(z)» ou « Jz €
E : P(z)» ouencore « dx € E | P(x) ».

Exemple 4.8 :  Soit £ = {1,2,3,4,5,6} et soit P(x) la propriété « x est pair ».
On s’appergoit que la proposition « Vz, P(x) » et fausse mais que « Jz, P(x) » est
vraie. En effet, 2, 4 et 6 sont pairs mais 1, 3 et 5 ne le sont pas.

Définition 4.9 : On introduit enfin un dernier quantificateur : 3! qui se lit « il existe
un unique ».

Remarque 4.10 : Ce quantificateur est plus précis que le quantificateur existentiel. 11
indique & la fois I'existence d’un élément mais également son unicité.

Exemple 4.11 :  Soient E = {1,2,3,4,5,6}, P(x) la propriété « x est pair » et
Q(z) la propriété « > 6 ». On a alors :

e «Vx € E, P(x)» est fausse

e «Vx € E, Q(x)» est fausse

e «Jz € E, P(x)» est vraie

e «Jz € E, Q(z)» est vraie

e «3dlx € E, P(x) » est fausse

e «3Jz e E, Q(x) » est vraie
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4.3 Quantification multiple

La formulation d’une propriété peut nécessiter 'utilisation de plusieurs quantificateurs.
Par exemple :

Vee E, Vye F, 3z € G, P(z) et R(y,2)

Si ces écritures vous sont peu familiéres, habituez-vous a les traduire en « frangais » : « Pour
tous les éléments x de E et y de F', on peut trouver au moins un z dans G tel que P(z) et
R(y, z) soient vraies ».

Remarque 4.12 : On peut intervertir des quantificateurs de méme nature se succédant
dans une formule sans en changer le sens. Autrement dit :

Yee B, Vye F, Vze G, ...
est équivalent a
Yye F,V2e€eG,VxeF, ...

ou encore
V(z,y,2) e EXF X G, ...

De la méme facon :
dreFk, JyeF, 3z€q, ...

est équivalent a
dyeF, JzeG, dJx €E, ...

ou encore

z,y,2) e EXF XG, ...

Remarque 4.13 : En revanche, il est absolument interdit d’intervertir des quantificateurs
différents :
Vee F, JyeF, ...

n’est pas équivalent a
Jye F,Vx e E, ...

Dans le premier cas, pour tout x de E, on peut trouver un y, mais ce y peut étre différent
pour chaque x. Dans le second cas, on dit qu’il existe un y qui correspond a tous les z. La
seconde formule est donc un cas particulier de la premiére lorsque le y est le méme pour
tous les x.

Exemple 4.14 : Soient F = {1,3,5} et F' = {2,4,6} deux ensembles et la
propriété P(z,y) qui signifie «k y =+ 1». On a :

Ve € E, Jy € F, P(z,y)

Ce qui se lit : « Pour tous les élements x de E, on peut trouver un élément y de F
tel que y = = + 1 ». En revanche, il est faux d’écrire :

JyeF, Ve € E, P(x,y)

Ce qui signifie « Il existe un élément y de F' qui vérifie pour tous les x de E :
y=z+1».
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Remarque 4.15 : Ces quantificateurs offrent un pouvoir d’expression remarquable. Ad-
mettons que nous souhaitions définir I’ensemble F comme étant I’ensemble des entiers
naturels pairs. On pourrait écrire :

E={reN|3peN, z=2xp}
Ou encore, 'ensemble F' des entiers naturels multiples de 3 mais pas multiples de 9 :

F={zeN|IPpeNHgeN, z=3xp, z=9xq}

4.4 Exercices

> Ezercice 4.16 : Soit R C N x {a,b,c} x N défini par
R={(0,a,1),(2,a,0),(1,b,3),(3,b,2),(3,a,9),(0,b,4)}

1. Déterminez les ensembles suivants :
(i) {ze{a,bc}|IyeN, (0,z,y) € R}
(i) card({(z,y,2) € R |z <1})
(1ii) {(z,y) e Nx{a,b,c}|3zeN, y=c A (z,y,2) € R}
2. Formalisez :
(1) L’ensemble des triplets de R contenant b.

(77) L’ensemble dont les éléments sont (0,1), (2,0), (1,3),(3,2),(3,9),(0,4) (en
fonction de R).

(797) L’ensemble des entiers intervenant dans un triplet de R contenant 1.
3. Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont exactes?
(¢) OVxeN, J(y,2) € {a,b,c} xN, (z,y,2) € R

(7i) OV(x,y) € Nx{a,b,c}, V21,20 € N, ((m,y,zl) €R A (x,y,22) € R) =
Z1 = 29

(iii) O Vy € {a,b,c}, 3(z,2) € N2, (z,y,2) € RU{(2,¢,5)}
(iv) O 3wz, 2) € N2, Yy € {a,b,c}, (x,9,2) € RU{(2,¢,5)}
(v) OVEePR), E£A0=3a€eR, acFE
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