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Premiére partie

Fondements, algébre de Boole et
théorie des langages






Chapitre 1

Fondements

1.1 Raisonnement par récurrence

1.1.1 Définition

Le raisonnement par récurrence est une forme de raisonnement visant & démontrer une

propriété portant sur tous les entiers naturels, ou plus généralement sur tous les entiers

supérieurs a un entier donné. Le raisonnement par récurrence simple consiste a démontrer

séparément les points suivants :

e Une propriété est vérifiée par un entier k£ (par exemple 0 ou 1) : c’est I'initialisation
de la récurrence

e Si la propriété est vérifiée par un entier, alors elle doit étre vérifiée par son successeur,
c’est-a-dire, ’entier qui le suit : il s’agit de I’hérédité.

Une fois cela établi, on en déduit que la propriété est vraie pour tous les entiers supérieurs

ak.

Remarque 1.1 : Le raisonnement par récurrence établit une propriété importante liée &

la structure des entiers naturels : celle d’étre construits a partir de 0 en itérant le passage

au successeur.

On peut formaliser le raisonnement par récurrence simple de la fagon suivante :

Définition 1.2 : Raisonnement par récurrence simple :
Soit P une propriété définie sur N :

: P(0)
- { Vn €N, P(n) = P(n+1)

alors Vn e N, P(n)

1.1.2 Reégles de bonne conduite

Pour démontrer une propriété P pour tout n € N par récurrence, on procéde comme suit :

e On dit que I'on démontre P par récurrence sur n

e On démontre P(0)

e On suppose que P(n) est vraie, c’est 'hypothése de récurrence (H.R.), et l'on
démontre que, sous cette hypothése de récurrence, P(n + 1) est vraie.

e On conlue proprement! Autrement dit, on conclut par une phrase de la forme « La
propriété est vraie pour 0 et est héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N » ou
encore « P(0) est vraie et Yn, P(n) = P(n+ 1) donc Vn € N, P(n) ».
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1.1.3 Exemple

On cherche & démontrer que Vn € N*, n? =Y (2k —1).

On note P la propriété définie par P(n) : « n? = Z(Qk —1)»

1
e P(1) est vraie car Z(Zl{ —H=2-1=1=12
k=1
e Soit n > 1, on suppose (hypothése de récurrence) que P(n) est vraie et on souhaite
montrer que sous cette hypothése P(n + 1) est vraie. On a :

n+1 n

S @k—1) = > (2k-1)+(2n+1)-1)
k=1 k=1
= > @k-1)+2n+1
k=1
= (HR)n*+2n+1
= (n+1)

Donc Vn > 1, P(n) = P(n+1)
La propriété P est vraie au rang 1 et se transmet du rang n au rang n + 1, elle est donc
vraie pour tout n > 1.

1.1.4 Reécurrence d’ordre k

1.1.4.1 Reécurrence d’ordre 2

Définition 1.3 : Raisonnement par récurrence d’ordre 2 :
Soit P une propriété définie sur N :

P(0)
si P(1)
VneN, (Pln—1)AP(n)) = Pn+1)
alors Vn €N, P(n)

1.1.4.2 Reécurrence d’ordre &k

Définition 1.4 : Raisonnement par récurrence d’ordre k :
Soit P une propriété définie sur N :

k—1
N\ P(i)
=0

k-1

Vn e N, </\ P(n—z’)) = P(n+1)
i=0

alors Vn €N, P(n)

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré
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Remarque 1.5 : Il faut bien prendre garde au fait que I'initialisation d’une démonstration
par récurrence d’ordre k > 1 n’est pas constituée uniquement de la vérification de P(0)

mais de P(0) et P(1) et ... et P(k—1)!

1.1.5 Reécurrence forte

Il est parfois nécessaire, dans des raisonnements par récurrence, d’utiliser une version plus
forte pour I'hérédité.

Définition 1.6 : Raisonnement par récurrence forte :
Soit P une propriété définie sur N :

. [ P(0)
ot { VneN, (Vk<n, Pk)) = Pn+1)

alors Vn €N, P(n)

1.2 Induction

1.2.1 Ensembles définis inductivement

On peut généraliser le principe des preuves par récurrence a des ensembles autres que N. 11
suffit ces ensembles soient inductifs, c’est-a-dire des ensembles pour lesquels on a un moyen
de construction (des eléments de « base » et des « constructeurs ») :
Soit E un ensemble. On défini inductivement un sous-ensemble X de E lorsque 'on se
donne des régles de construction des éléments de X, régles que 1'on sépare en deux types
de régles :

i) les régles de bases : qui indiquent les éléments qui sont dans X

ii) les régles inductives : qui donnent un moyen de construire les éléments de X a

partir de ceux déja construits.

Exemple 2.1 :  On considére I'ensemble E des suites finies, non vides, de 0 et
de 1. F ={0,1,00,01,10, 11,000,001, ...}. On définit inductivement I’ensemble X
par :

i) 1 est dans Xy

i1) si x est dans Xy alors la suite x suivie de 0 est dans Xy

X est alors ’ensemble des suites finies composées d'un 1 suivi de 0 : {1, 10, 100, ...}

Plus formellement :
Définition 2.2 : Soit F un ensemble, une définition inductive d’une partie X et F est
la donnée :

i) d’une partie B de E
i1) d’un ensemble Op d’opérations sur les éléments de E
X est alors le plus petit ensemble vérifiant :
i) base : tous les éléments de B appartiennent & X (B C X)

i1) induction : pour toute opération ¢ de Op d’arité m € N et x1,..., 2, € X :

¢(mla"'7$m) eX

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré
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Remarque 2.3 : L’ensemble de départ E vérifie les deux étapes de base et d’induction
mais n’est pas nécessairement le plus petit. Donc X est le plus petit sous-ensemble de E
contenant B et clos (= fermé = stable) pour les opérations de Op.

Exemple 2.4 : X, peut étre défini inductivement par :
i) base: B ={1}
i7) induction : Op = {AjouteZero : x — z.0}

X4 est alors le plus petit ensemble vérifiant
i) base : 1 dans Xy

i1) induction : si z dans Xy alors AjouteZero(z) = x.0 est dans Xg .

Exemple 2.5 : L’ensemble des expressions logique est le plus petit ensemble noté

£ tel que :
i) base : true et false € €
€] + ez
ii) induction : Ve,ej,ea €E ¢ €1 Xea €E
—e

soit B = {true, false} et Op = {+, x,—}.

Théoréme 2.6 : Tout élément d’un ensemble défini inductivement peut s’obtenir a
partir d’éléments de base en appliquant un nombre fini d’étapes inductives.

> Démonstration : Il suffit de considérer la suite d’ensembles suivants :
i) Xo=1B
i) X1 =X, U{d(z1,...,21) | 1,...,2p € X, et ¢ € Op}
On montre alors que X = U X,. Pour tout élément x de X, il existe n € N tel que

n>0
x € Xy. Le plus petit des n tels que © € X, donne le nombre d’étapes inductives qu’il faut
appliquer aux éléments de base pour obtenir x. |

Remarque 2.7 : Pour chaque élément d’'un ensemble X construit inductivement, on peut
dresser un arbre de construction dont :

o les feuilles sont des éléments de la base B

e les noeuds sont des éléments de Op

o la hauteur! sera le nombre d’étapes inductives a appliquer pour obtenir cet élément

1.2.2 Fonctions définies inductivement

Définition 2.8 : Soit X un ensemble défini inductivement & partir de (B, Op). Définir
une fonction f: X — F inductivement consiste & :

i) base : définir les valeurs f(x) € F pour tout z € B

'En considérant qu’une feuille est un arbre de hauteur 0.

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré
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i7) induction : pour toute opération ¢ € Op d’arité n, pour tout z1,...,z, € X,
exprimer f(¢(x1,...,zy)) en fonction de f(x1),..., f(z,) (et éventuellement de
Tly..oyTp et &(z1,...,2,)).

Exemple 2.9 :  On considére I’ensemble £ de 'exemple 2.5. On définit la fonction
eval : £ — {0,1} de la fagon suivante :
i) base : eval(true) =1, eval(false) =0
eval(ey + e2) = maz(eval(er), eval(ez))
i1) induction : Ve,e1,eq € £ : { eval(e; X e2) = min(eval(ey), eval(esz))
eval(—e) =1 — eval(e)

Exemple 2.10 : Soit Liste 'ensemble défini inductivement de la fagon suivante :
e base : Vx € N, x € Liste
o induction : Vq € Liste,x € N :

x ::q € Liste

On veut définir les fonctions Maximum : Liste — N et Somme : Liste — N qui
retournent respectivement le maximum et la somme des éléments d’une liste.
o Maximum : Liste — N est défini inductivement par :

i) base: Vo € N, Mazimum(z) =z

i1) induction : Vq € Liste,z € N: Maximum(z :: q) = max(x, Mazimum(q))
e Somme : Liste — N est défini inductivement par :

i) base:Vx €N, Somme(x) ==z

i1) induction : Vq € Liste,z € N: Somme(x :: q) = x + Somme(q)

1.2.3 Preuve par induction structurelle

Il s’agit d’une généralisation de la preuve par récurrence.

Théoréme 2.11 : Soit X un ensemble défini inductivement & partir d’'une base B
et d'un ensemble d’opérateurs Op. On veut démonter une propriété P vraie pour tout
élément de X, autrement dit : Vo € X, P(x). Si les deux conditions sont vérifiées :
i) base : P(x) est vraie pour tout x de B
1) induction : pour tout ¢ de Op d’arité k, pour tout zi,...,zr € X, si
P(z1),...,P(xy) sont vraies, alors P((b(xl, e xk)) est vraie.

alors P vraie pour tout élément de X.

Remarque 2.12 : On s’apercoit alors que la preuve par récurrence sur un entier n € N
est une preuve par induction structurelle sur I’ensemble des entiers que ’on défini induc-
tivement par :

i) base: B = {0}

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré
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i7) induction : Op = {succ} ou succ:n—n+1
Exemple 2.13 : On reprend ’exemple 2.9. On souhaite démontrer que Ve €

&, eval(e) € {0,1}. On note P(e) la propriété « eval(e) € {0,1} ».
éléments e de la base, P(e) est vraie.

On cherche a vérifier P(e; + e2), P(e1 X e2) et P(—e).

{0,1} appartient aussi & {0,1}, donc P(e; + e2) est vérifice.

{0,1} appartient aussi a {0,1}, donc P(e; X ez) est vérifiée.

cas sont possibles :

e cval(e) =1 et ainsi eval(—e) =0 € {0,1}
e eval(e) =0 et ainsi eval(—e) =1 € {0,1}
donc quelque soit e vérifiant P, —e vérifie P.

les opérations d’induction, elle est donc vraie pour tous les éléments de £.

1.3 Travaux Dirigés

1.3.1 Exercice 1
Démontrez par récurrence que Vn € N,
N 2
1 - _
Zq_il—q et Z(2z+1)—(n+l)
=0
1.3.2 Exercice 2

Soit Liste I'ensemble défini inductivement de la fagon suivante :
e Base : Vx € N, x € Liste
o Induction : ¥q € Liste,x € N :

x :: q € Liste

Soit A € Liste, on note taille(\) le nombre d’élements de A et queue(\) la queue de A.

Ezemples : taille(2) = 1, taille(4 :: 1 ::2) =3, queue(2) =2, queue(4::1::2) =2.
1) Donnez une définition inductive de taille

2) Donnez une définition inductive de queue

1.3.3 Exercice 3

Soit Pile ’ensemble défini inductivement de la fagon suivante :
e Base : Vx € N, x € Pile

i) base : eval(true) =1 € {0,1} et eval(false) =0 € {0,1} donc pour tous les

i7) induction : soient e, e, es € & tels que P(e), P(e1) et P(e2) soient vérifiées.

e cval(e; + e2) = max(eval(ey), eval(ez)). Or, par hypothése d’induction,
eval(e1) € {0,1} et eval(ez) € {0,1}. Le maximum de deux éléments de

e eval(ey X eg) = min(eval(ey),eval(ez)). Or, par hypothése d’induction,
eval(er) € {0,1} et eval(ez) € {0,1}. Le minimum de deux éléments de

e eval(—e) = 1 —eval(e). Par hypothése d’induction, eval(e) € {0,1}. Deux

Conclusion : la propriété est vérifiée pour les éléments de la base et est stable pour

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré
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o Induction : Vq € Pile,x € N :
x 1 q € Pile

Soit A € Pile, on note prof(\) le nombre d’élements contenus dans A et fond(\) le fond
de \.
Ezemples : prof(2) =1, prof(41112) =3, fond(2) =2, fond(471712)=2.

1) Donnez une définition inductive de prof

2) Donnez une définition inductive de fond

1.3.4 Exercice 4

On appelle ensemble des arbres binaires et on note AB le plus petit ensemble défini par :
e Base :VneN, n€ AB
e Induction : Yn € N, Vg,d € AB, (g,n,d) € AB

Ce que l'on note également :
AB = N | (AB,N,AB)

1) Pour tout élément a de AB, on note h(a) la hauteur de a.

Ezemple : h(5) =1, h(((4,2,3),1,5)) =3, h((1,5,2),2,((4,2,3),1,5)) =4
Donnez la définition inductive de h.

2) Pour tout élément a de AB, on note n(a) le nombre de noeuds constituant a.
Ezemple : n(5) =1, n(((4,2,3),1,5)) =5, n((1,5,2),2,((4,2,3),1,5)) =9
Donnez la définition inductive de n.

3) Montrez que Vki, ko € N

2k1 + 2k2 < 2'2max(k’1,k2)

et en déduire que
2k‘1 4 2k’2 —_1< 2maz(k1,k2)+1 -1

4) Montrez par induction structurelle que Va € AB
h(a) < nfa) < 2M@ —1

1.3.5 Exercice 5

Soient F un ensemble de symboles de fonction d’arité quelconque et X un ensemble de
variables. On définit inductivement ’ensemble noté 7 (F, X) par :
e Base :Vx e X, x € T(F,X)
e Induction : Vf € F d’arité n, Vt1,...,t, € T(F,X) : f(t1,...,tn) € T(F,X)
1) Listez quelques éléments de 7 (F,X) lorsque F = {f,g,h,i} et X = {x,y,2} ou
f,g,h,i sont d’arité respective 1,2,4 et 0.

Q

(z)
2) Soit 0 : X — T(F, X) une fonction définie par : ¢ o(y)
(2) =
On définit inductivement la fonction ¢* : 7(F,X) — T (F, X) de la facon suivante :
e Base :Vx € X, 0" (x) = o(x)
e Induction : Vf € F d’arité n, Vt1,...,t, € T(F,X) :
o (f(t,...,tn)) = f(o™(t1),...,0%(tn))
Evaluez o*(h(z, i, f(y),2)).
3) Vt e T(F,X), on note respectivement Var(t) et Fun(t) I'ensemble des variables et

celui des symboles de fonction intervenant dans ¢. Donnez une définition inductive
des fonctions Var et Fun.

f(2)

Q

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré
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Chapitre 2

Algebre de Boole

2.1 Booléens

Définition 1.1 : On appelle booléen tout élément de B = {0,1}.

Définition 1.2 : Soit x € B, on note T le booléen défini par :

_ {1 stx=0
€r =

0 stx=1

Définition 1.3 : On appelle n—uplet de booléens tout élément de B", c’est a dire
tout n—uplet :
(X1, 2p)
tel que Vi € [1,n], z; € B.
Remarque 1.4 : Il exists 2" n—uplets différents de booléens : card (B") = 2" :
e B'=B=1{0,1} : card(B') =2'=1
e B* ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} : card (B*) =2>=4
« B* = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1, 1,1)} ...

Remarque 1.5 : Soit z = (z1,...,2z,) € B". On note T le n—uplet de booléens défini
par T = (T1,...,Tn).

Définition 1.6 : Soient x € B et £ € {0,1}. On note z° le booléen défini par :

G z sie=1
=4
T ste=0

Remarque 1.7 : Soient x = (21,...,2,) € B" et € = (e1,...,e,) € {0,1}", on note z°

le n—uplet de booléens défini par : (z7*,...,z5").

Définition 1.8 : On définit sur B” la relation d’ordre partiel « supérieur ou égal »,
notée >, telle que V(z1,...,2n), (Y1,...,yn) € B" :

(X1, xn) = (Y1, yn) & Vie[Ln], x; >y
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Remarque 1.9 : On définit de la méme facon la relation d’ordre partiel « inférieur ou
égal » et notée <.

Remarque 1.10 : Deux éléments x et y de B" tels que © £ y et # % y sont dits
incomparables. On note alors = < y.

Exemple 1.11 : Soient cing éléments de B! : z; = (0,0,1,1), 2o =
(1,1,0,1), 25 = (1,1,1,1), 24 = (0,1,1,1) et 25 = (0,0,1,0). On a :
I AR ENED

x1 = | x| < | <] 2

T2 M| = | < | X | X

x3 2l z2|=|2|2

x4 Z x| <=2

x5 < | x| <<=

2.2 Fonctions booléennes

2.2.1 Deéfinition

Définition 2.1 : Une fonction booléenne a n variables (< d’arité n) est une appli-

cation

f:B" —DB

qui & un n—uplet de booléens associe un booléen.

Remarque 2.2 : On note F,, 'ensemble des fonctions booléennes d’arité n et

x
F = U F,,
n=0
I’'ensemble de toutes les fonctions booléennes.

2.2.2 Fonctions usuelles
2.2.2.1 Fonctions de [y

Il existe 2 fonctions dans Fy :

0: —B 1: —B
et

— 0 — 1

Ces deux fonctions sont bien évidemment des constantes’.

1 . c 1, . .
Informatiquement, on peut considérer qu’il s’agit de constructeurs.
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2.2.2.2 Fonctions de F;

F contient 4 éléments : les deux fonctions constantes

0: B — B 1: B — B
et

x — 0 x — 1

ainsi que deux fonctions de projections (positive et négative) :

. . négation : B — B
identité : B — B g )
et _ 0 st z=1
r — r — T = )
1 st =0

2.2.2.3 Fonctions de Fy

F5 contient 16 éléments : les deux fonctions constantes

0 : B2 — B ot 1 : B2 — B
(r1,22) — 0 (r1,22) — 1

les deux fonctions de projections

AT B? — B ot To B2 — B
(x1,22) +— 1 (x1,22) +—— X2

les deux fonctions de négations des projections :

négation de x; : B? — B
(x1,m2) +— T7

et
négation de xo : B? — B
(x1,m2) — T3

les fonctions « somme » (ou) et « produit » (et) :

+: B2 — B

(w1,22) +— 361+362={ ot o T

0 sinon
et
x: B> — B
1 st x1=1letzo=1
(r1,22) — X1 X X9 = .
0 sinon

(également noté x.x2)

les fonctions « implique » et « est impliqué par » :

= B> — B ot = B2 — B
(x1,22) +—— T+ 22 (x1,22) +—— x1+ T2

les fonctions | (nor) et T (nand) :

1:B2—>BetT:B2—>B
(x1,22) +— X1 + 22 (x1,22) +— T1.02

les fonctions « n’implique pas » et « n’est pas impliqué par » :

- B? — B ot & B? — B
(371,1'2) — X1.T9 (xl,xg) — T1.X2

enfin, les fonctions « équivalent » et « ou exclusif » :

54

B2 — B ot b B2 — B
(x1,22) +— 1.2 +71.72 (x1,22) +—— x1.72 + T1.22
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2.2.3 Table de vérité

Définition 2.3 :

Pour représenter de facon simple et claire ’évaluation d’une fonction

booléenne, on utilise une table de vérité. La table de vérité d’une fonction booléenne f €
IF,, est un tableau comportant n + 1 colonnes dont les n premiéres colonnes représentent

les valeurs prises par les arguments xi, x2, ..
I’évaluation de la fonction f(z1,...,zy).

., T et la derniére colonne représente

2.2.4 Propriétés

Exemple 2.4 : Les tables de vérité des fonctions x, + et = € Fs sont les
suivantes :
xr1 | X9 xr1 + T2 Tl | X9 xr1 X To xr1 | To r1 = T2
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Exemple 2.5 : Complétez les tables de vérité suivantes :
xr1 | X9 r1 D xo xr1 | To T1 = To
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 1 1
xr1| X2 | X3 Tr1 + 2.3
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
Il est recommandé de mettre & profit la colonne supplémentaire permettant d’effec-
tuer un calcul intermédiaire.

Les fonctions que nous venons de présenter possédent un certain nombre de propriétés dont

les suivantes :

0=1 1=0

l+4z=2+1=1 0x=2.0=0
r.r = rt+y=y+cx
r+zT=1 zx =0

z(y+z2)=zy+uz.z
r+xYy=x+y

r4+yz=(x+y).(r+2)
lois de De Morgan :

T=u
le=zxl1l=x
Ty =y.x
zP0=00zr =2
rhx=0
r+y=xy

O+z=24+0=2
rT+xr=2x
r+ry==x
1dz=20l=27
z(ydz)=zydr.z
TY=T+7
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Remarque 2.6 : Les opérateurs +, x et @ sont associatifs et I'ordre de priorité des
opérateurs est le suivant :

négation > X > + > O == =&

oll « > » signifie « est strictement plus prioritaire que » et « = » signifie « est de méme
priorité que ».

Définition 2.7 : Soit f € F,, on dit que f est compléte ssi i € [1,n],
V(Cﬁl,...,xi_l,.ﬁi_;,_l,... ,.Cl?n) S B!

f(xl, 000 ,xi_l,O,xiH, 000 ,.’L‘n) = f(xl, ey i1, 1,xi+1, 000 ,xn)

autrement dit ssi tous les arguments de f « jouent un réle » dans ’évaluation de f.

Exemple 2.8 : Les fonctions f : (x1,x9,23) — x1 + 23 et g : (x1,x2,23) —
x1.(x3 + 22) + (2 + x3) = x1 ne sont pas complétes : V1, x9, x5 € B"

f(l‘l,O,fL’,g) = 1:1—’_:1:3
= f($1717$3)
et
f($171‘2,$3) = $1-($3+x2)+($2+$3):>x1
= xl.(xg + 562) + (172 + xg).fl
donc
f(0,22,23) = w2+ a3
= f(13$27$3)

2.2.5 Comparaisons

Définition 2.9 : Deux fonctions booléennes f et g de méme arité n sont égales si et
seulement si :

Ve € B", f(x)=g(z)

Remarque 2.10 : Deux principales méthodes sont utilisées pour montrer que deux
fonctions booléennes sont égales :
(1) dresser la table de vérité des deux fonctions et constater qu’elles sont identiques
(74) utiliser les propriétés connues pour aboutir a ’égalité

Exemple 2.11 :  On souhaite montrer que les fonctions f : (z1,22) — 1 @& 1 & x2
et g: (x1,x2) — 1 < 9 sont égales. Pour cela, on dresse la table de vérité de f puis
celle de g. Pour établir la table de vérité de f, on se permet d’ajouter une colonne
pour représenter le 1 intervenant dans la définition de la fonction et de procéder en

2 étapes :
1| 21| 29| 1®x1| 1D 21 Do
110 0 1 1
110 1 1 0
1] 1 0 0 0
1] 1 1 0 1
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donc
1| 22 || 1® 21 D22
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Or, la table de vérité de g étant la suivante :

1 ) T < o
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

on peut conclure que les fonctions f et g sont égales. On aurait également pu procéder
en utilisant les propriétés énoncées précédemment :

lox1®x2 = (1Dx1) Do
Z1 D 22
T1.72 + 71.72
= I1.T9+7T1.T2
T1 < T2

Exemple 2.12 : Montrez de deux fagons différentes que les fonctions
fi(z1,22) — x1 = (21 ®x2) et g: (z1,22) — T1.x2 sont égales.

Définition 2.13 : On définit la relation d’ordre partiel sur IF,, « supérieur ou égal »,
notée >, telle que Vf,g € F,, :

fzg & VeeB", f(z)>g(x)

De la méme fagon, on définit la relation d’ordre partiel « inférieur ou égal », notée <.

Remarque 2.14 : Soient f et ¢ € F, deux fonctions booléennes. Les propositions
suivantes sont équivalentes :
(i) f<yg
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(i) f+g=yg
(i) fg=f

2.2.6 Support d’une fonction booléenne

Définition 2.15 : Le support S, (f) d’une fonction f € F,, est 'ensemble des n—uplets
(1, ., Tp) € B™ tels que f(z1,...,2,) = 1.

Remarque 2.16 : Vo ¢ S,(f), f(z)=0.

Remarque 2.17 : Pour déterminer le support d’une fonction booléenne, il suffit de dresser
la table de vérité de cette derniére.

Exemple 2.18 :  Soit f: (x1,22) — 1 ® x1 ® x2. Dans un exemple précédent, on
a déterminé la table de vérité de f :

T o 1P x1 P xy

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1
On a donc Sa(f) = {(0,0), (1,1)}.
Exemple 2.19 : Déterminez le support des fonctions suivantes
fi:(x1,. o xn) — 0, for(x1,...,20) — Let f:(x1,29,23) — 21 X T2 + T1 X 3.

Remarque 2.20 : Il faut bien faire attention de prendre en considération les arguments
d’une fonction qui n’apparaissent pas dans le corps de la définition de cette derniére.

Exemple 2.21 :  Soit f : (z1,z9,23) — 1 ® a1 & x2 € F3, le support de f est
Ss ={(0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}.

Remarque 2.22 : On a les trois résultats suivants :

p p

Sn (Z fi> = JSa(#)
=1 =1

Sn < ﬁ) =) Sulf)
=1 =1

Su(f) = Su(f)

Remarque 2.23 : Soient f et g € F,,. On a les propriétés suivantes :
(1) f =g sietseulement si S,(f) = Sn(g)
(ii) f < g siet seulement si Sy, (f) C Sn(g)
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2.2.7 Monbémes

Définition 2.24 : On appelle mondéme conjonctif de IF,, tout produit de projections
et de négations de projections, autrement dit tout élément pouvant s’écrire :

— Ei
m =[]

el
onlIC[l,n]etViel, ¢ €{0,1}.
Remarque 2.25: SilI =9, m=1.
Exemple 2.26 : Donnez quelques exemples de monomes conjonctifs de Fy :

Définition 2.27 : On appelle monéme disjonctif de I,, toute somme de projections
et de négations de projections, autrement dit tout élément pouvant s’écrire :

m = E a7

i€l
oul Cl,n]etViel, ¢ €{0,1}.
Remarque 2.28 : Si /=9, m=0.

Définition 2.29 : Un monoéme de F,, est dit canonique si chacune des n variables
intervient exactement une fois.

Exemple 2.30 : Donnez quelques exemples de monémes disjonctifs canoniques
de IF5 .

Définition 2.31 : On appelle ordre d’un monéme le nombre de variables intervenant
dans le monéme.

Remarque 2.32 : Un monoéme de F,, est canonique ssi il est d’ordre n.
2.2.8 Formes normales de Lagrange

Théoréme 2.33 : Toute fonction booléenne de F,, peut s’écrire comme somme de mo-
nomes conjonctifs canoniques de [F,,. Cette écriture, appelée premiére forme normale
de Lagrange est déterminée a partir du support de la fonction :

€1 € €
L1y ey = E Lo $
f( I'n) xll .1’22 .ZUnL

(81,...,€n)ESn(f)
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Exemple 2.34 :  Soit f: (z1,z9,23) — 1@z ®xy € F3. On a vu précédemment
que le support de f est S3 = {(0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}. f peut donc s’écrire
sous la forme suivante :

f(x1, 22, 23) = T1T2T3 + T1T223 + 12273 + T12223

Exemple 2.35 :  Soit f : (z1,22,23) — 23 & (1 ® x2) € F3. Déterminez la
premiére forme normale de Lagrange de f.

Théoréme 2.36 : Toute fonction booléenne de IF,, peut s’écrire comme produit de
monodmes disjonctifs canoniques de F,,.

2.3 Opérations sur les fonctions booléennes

2.3.1 Composition de fonctions booléennes

2.3.1.1 Fonctions booléennes obtenues par composition

Définition 3.1 : Soient f € Fy, et g1,...,9n € Fyp. On note f(g1,...,9n) la fonction
booléenne d’arité m définie par :

flg1,-- ygn): B™ — B
(x17"'7x’m) — f(gl(xl,---,xm),~-~7gn(x17~~7xm))

Exemple 3.2 : Soient f : (z1,22) — x1 @ x2, g1 : (%1, x2,23) — x1T273 €t
g2 : (x1,x9,23) — x2 = x1. La fonction h = f(g1, he) € F3 est définie par :

h:(x1,x9,23) — 12223 ® (T2 = 271)

Définition 3.3 : Soit £ C F un ensemble de fonctions booléennes. On définit ’en-
semble des fonctions obtenues par composition a partir de I’ensemble E, noté
comp(E) C F comme étant I'ensemble défini inductivement par :

i) base : tout élément de EU{(z1,...,2y) — x4, i = 1,...,n} appartient & comp(FE)

i1) induction : pour toute opération ¢ € E d’arité m et f1,..., f,, appartenant a
comp(E) (et de méme arité) : ¢(f1,..., fm) € comp(E)
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. 2
Exemple 3.4 :  Soit E = {ou,non} C [F avec : { ou: (w1, x2) € I% =Tty
non:rc€B—7

On note proj; la ™ fonction projection, i.e. proj; : (z1,z2) € B? — ;.

Montrons que impl : (x1,x2) € B? — x1 = x5 appartient a comp(E).

e base : proj; et projs appartiennent a comp(FE).

e étape inductive 1 : non(projy) appartient & comp(E) car non appartient a FE
et projy appartient a comp(FE)

e étape inductive 2 : ou(non(proji), projz) € comp(E) car ou appartient & E et
non(proji) et projo appartiennent a comp(E)

Or, impl = ou(non(proj,), projz), en effet, V(x1, ) € B?

impl(x1,x2) = x1 = 29

x1+ X2

= ou(non(proji(x1,x2)), proja(xi, x2))

Donc impl appartient a comp(FE).

Remarque 3.5 : On rappelle qu’a tout élément d’un ensemble construit inductivement
on peut associer un arbre de construction dont :

o les feuilles sont des éléments de la base

e les noeuds représentent les étapes inductives

Exemple 3.6 : Pour 'exemple précédent, I’arbre de construction est le suivant :
_l’_
/N

T2

‘g

2.3.1.2 Parties génératrices

Définition 3.7 : FE est une partie génératrice ssi comp(E) =TF

Définition 3.8 : E est une partie génératrice minimale ssi
e F est une partie génératrice
e il n’existe pas E' C E tel que E’ soit une partie génératrice

2.3.1.3 Propriétés stables par composition

Définition 3.9 : Toute fonction booléenne f € [F,, posséde une fonction duale notée
f* telle que :

¥ (x1, Ty ooy ) € B™ = F(TT, 0 Tiy ooy Ty
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Remarque 3.10 : La dualité est involutive : f** = f

Exemple 3.11 :  Soit f: (x1,22) — 1 + 22 € Fao. V(x1,22) € B? :

[f(x,22) = f(71,72)
T+ T2
%1 X%g
= X1 X X2

Conclusion : I'addition et la multiplication sont duales.

Définition 3.12 : Une fonction f € I, est dite croissante si et seulement si :

Ve,y e B, x>y = f(z) > f(y)

Remarque 3.13 : Une fonction f € [F), est croissante ssi

Exemple 3.14 :  Soit f : (x1,z2,23) — x1 + (T2 = x3). S3(f) = B>\ {(0,0,0)}.
Va € S3(f),(0,0,0) < x, donc f est croissante.

Définition 3.15 : Soit f € F,,, on dit que f est linéaire si f € Comp({0,1,®}).

Remarque 3.16 : Le terme linéaire vient du fait que toute fonction linéaire s’écrit sous
la forme d’une somme exclusive () de monoémes d’ordre 1 : 0, 1, z, 1 &z, 1 Bz, 1 D
r1 T2, T1 D2 D3 D24 ...

Théoréme 3.17 : Soit f € F,, une fonction compléte. Alors f est linéaire ssi elle vérifie
I’'une des conditions suivantes :

(i) f est la fonction constante 0

(ii) f est la fonction constante 1
(i3i) Sp(f) ={(e1,...,en) €B" | card({i € [1,n] | &; = 1}) impair}
) Sn

(iv (f)={(e1,...,en) €B" | card({i € [1,n] | &; = 1}) pair}

Exemple 3.18 :  Soit f : (v1, 22, 23) — X122T3 + T1Tox3 + T1x2x3 + T1T2T3. [
est complete et S3(f) = {(e1,€2,e3) | card({i | ¢; = 1}) pair}, elle est donc linéaire.
Elle peut donc s’exprimer comme une somme exclusive de monémes d’ordre 1 :
fi(z1,22,23) — 1D a1 © 2o D 23,
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Théoréme 3.19 : Soient les 5 propriétés suivantes :

Pi(f) < f(0,...,00=0
P(f) < f(1,...,1)=1
P(f) & f=/f

Py(f) < f croissante

P5(f) < f € Comp({0> 17@})

Ces cinq propriétés sont stables par composition, autrement dit, pour tout k& =
1,2...,5:

Pk(fl)avpk(fn) = VfGComp({fl,...,fn}), Pk(f)

Théoréme 3.20 : On considére les cing propriétés Py, ..., P; du théoréme 3.19. Une
partie E = {f1,..., fn} est génératrice ssi pour chaque propriété P, il existe au moins
un élément de E qui ne vérifie pas P :

comp(E)=F & Vke{l,2,3,4,5},3f € E,~P,(f)

ot — P (f) signifie « f ne vérifie pas la propriété Py ».

Exemple 3.21: Soit E={f1:2—0, fo:x+— T, f3:(x,y) — x+y} une partie
de F. On s’autorise a écrire E sous la forme {0, ~,+}. Pour montrer que E est une
partie génératrice, nous devons trouver pour chaque propriété P, un élément de F
qui ne vérifie pas Py :

° P1 . fg(O) =1 75 0 donc ﬁPl(fQ)

. P2 . fl(l) =0 7& 1 donc —uDQ(fl)

o Py f3=(z,y) maxy # f3donc —P5(f3)
. P4 . f2(0) =1let fQ(l) =0 z 1 donc —|P4(f2)
e P5 : f3 est une compléte et Sa(f3) = {(0,1),(1,0),(1,1)} donc —Ps(f3)

Conclusion : E est une partie génératrice.

2.3.2 Simplification de fonctions booléennes
2.3.2.1 Deéfinitions

Remarque 3.22 : Soient m et m’ deux monoémes conjonctifs de F,. m est plus grand
que m’ (m > m') ssi Im” monome conjonctif tel que m = m’.m”, autrement dit si tous les
facteurs de m apparaissent dans m’'.

Exemple 3.23 :  Soient mi = x1Tox4 et mo = x1ToT3x4. Tous les facteurs de mq
(1, T2 et x4) apparaissent dans mg, donc my > meo.
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Définition 3.24 : Un monéme m est maximal pour une fonction f € I, ssi il vérifie
les trois conditions suivantes :

() m est un monoéme conjonctif
(ii) m<f
(iii) Fm’ # m monome conjonctif tel que m < m/ < f

On note M(f) 'ensemble des mondémes maximaux de f.

Définition 3.25 : Un monoéme maximal m est central pour f € [, ssi

Bma, .., my € M(f)\ {m} tels que m < Zmi

u=ll

On note C(f) 'ensemble des mondémes centraux de f.

Définition 3.26 : Soit f € [F,, une fonction et f une écriture de f. On dit que f est
une forme simplifiée de f ssi les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) f est une somme de mondmes maximaux de f :

f;Zmi, Vi e [1,n], m; € M(f)

=1

(74) silon retire un terme a f, alors on ne retrouve pas une écriture de f :

ﬂje[[Ln]]a [= Z my;

i=1,i#j

oll = représente 1’égalité syntaxique.

2.3.2.2 Meéthode de Karnaugh

La méthode de Karnaugh est une méthode qui permet de déterminer simplement I’ensemble
des formes simplifiées d’une fonction en en déterminant graphiquement les monémes maxi-
maux. Cette méthode est principalement utilisée pour les fonctions d’arité inférieure ou
égale a 4.

Méthode : Soit f € Fy.

(i) on dresse un tableau & card(B*) = 2* = 16 :

T x

~~ /=

<
—
~

<
—

Z Z
~—~—

z

chaque case représentant un élément de B*
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(14) pour chaque (e1,e9,e3,84) € B* on remplit la case z1y22%3t%% avec
f(e1,€2,¢€3,€4)

(7i7) on détermine l’ensemble des mondmes maximaux de f : on effectue les plus
grands regroupements rectangulaires non discontinus possibles de 1, 2, 4, 8 ou
16 cases adjacentes.

(iv) on détermine I’ensemble des mondmes centraux : on repére parmi les monomes
maximaux ceux qui contiennent au moins une case « 1 » qui n’est pas recouverte
par un autre mondéme maximal.

(v) on détermine l’ensemble de toutes les combinaisons de mondémes maximaux re-
couvrant toutes les cases « 1 ».

Remarque 3.28 :
(i) Chaque case du tableau représente un élément de B, ou, de facon équivalente, un
monoéme d’ordre 4. Par exemple, la case grisée du tableau suivant représente le
quadruplet (0,1,1,1) ou encore le monéme 2yttt = Tyt

T

=~

b

<
—
~

r

<
"

(ii) Le tableau de Karnaugh est une table de vérité présentée d'une fagon particuliére.

(131) Regrouper des cases équivaut a additionner les monomes qu’elles représentent.
Ainsi, regrouper 2 monoémes d’ordre n qui ne différent que par une variable (donc
adjacent) permet d’obtenir un monéme d’ordre n — 1. Ainsi, un monoéme d’ordre
3 est représenté par un regroupement de 2 x 1 = 2 cases, un mondéme d’ordre 2
par 2 X 2 =4 cases , un monéme d’ordre 1 par 2 X 4 = 8 cases. Le regroupement
des 16 cases correspond au seul mondéme conjonctif d’ordre 0 : 1. Par exemple, le
regroupement de cases suivant représente le monoéme zt :

x z
A~ =

<
—
Sl

b

<
—

z z
~—~

z

(iv) A noter que la premiére et la derniére colonne (resp. ligne) sont considérées comme
étant adjacentes :

<
—
Sl
N
—
|

I

<
—

I
I
I\
I
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(v)

Il faut bien comprendre que 'union de plusieurs cases représente la somme des
monodmes correspondants et que si un groupement de cases recouvre entiérement
un autre groupement, c’est que le monéme correspondant au premier groupement
est supérieur au second. Par définition, un monéme est central ssi il est maximal
et s’il n’est pas inférieur a la somme (= l'union) des autres monoémes maximaux.
Il contient donc nécessairement au moins une case qui n’est recouverte par aucun
autre mondéme maximal.

On cherche I'ensemble de toutes les formes simplifiées de f, autrement dit, tous les
sous-ensembles M de M(f) tels que

f=> m

meM

Or, si l'on note ¢q,...,¢, ensemble des cases (monoémes d’ordre 1) contenant

«1», f=c1+...+ ¢, (il sagit de la premiére forme normale de Lagrange) et
n

VYm € M, EIIQ[[l,n]],m:Zci.Donc Zmzf@ Zm:Zci,ilfaut
iel meM meM i=1
donc que I'union de tous les m recouvre toutes (et uniquement) les cases « 1 ». Il est

recommandé de représenter ’ensemble des combinaisons possibles par un arbre de
possibilités. A noter que, par définition, les monoémes centraux apparaissent dans
toutes les solutions.

Exemple 3.29 :  Soit f € Fy telle que

Sa(f) ={@1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,1,1,1),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,0,1)}

T x
N N

<
"
Sl

< z
—~
z
x x z =
‘ A~ A~
0O[1]0(0]¢ 1 ;
y{ 1101 pour plus de li- y{ T :
(i) d1lolol1 }t sibilité, on peut T T }t
y{ ololololzf omettre les O : y{ :
z z > -
—~
: z
. = AN A S
S t (e P ik r
R e D el LS e 2 e ea B
- 1 i 1 (1 1
z z > 3 B =

z z z

Donc M(f) = {zt, zyt, xyz}.
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(tv) Seul Zt recouvre au moins une case qui n’est recouverte par aucun autre
monoéme maximal, donc C(f) = {zt}.

(v) Il'y a deux fagons différentes de recouvrir toutes les cases « 1 » :

7t + { wyt
TYZz

f posséde donc deux formes simplifiées : zt + zyt et Zzt + zyz.

Remarque 3.30 : Dans le cas ot 'on ne dispose pas du support ou d’une définition
de f qui nous permette de remplir le tableau de Karnaugh, on dispose d’'un ensemble de
propriétés qui nous permet de déterminer la valeur de f pour chaque élément de B*. Ces
propriétés sont généralement exprimées d’une des deux fagons suivantes :

(1) expr = f(z,y,2,1)
oll expr est une expression booléenne dont on cherche a déterminer le support.
En effet, expr = f(z,y,2,t) donc Sy(expr) C Si(f). On met alors « 1 » dans
le tableau pour tous les éléments de Sy(expr). A noter qu’il est équivalent (et
plus simple) d’exprimer ezpr sous la forme d’une somme de monoémes conjonctifs :
exrpr = mi + ...+ m, et de mettre « 1 » dans ’ensemble des cases représentant
mi, ma,...,My.

(i) f(z,y,2,t) = expr
Sous cette forme, on ne peut pas déduire la valeur de f en fonction de celle de expr.
On utilise la contraposée de cette propriété : expr = f(x,v, 2,t), donc Sy(expr) C
S4(f), autrement dit, lorsque expr vaut 1, f(z,y, z,t) vaut 0. Comme dans le cas
précédent, on exprime expr sous la forme d’une somme de mondéme conjonctifs

mi+...+my et 'on met « 0 » dans ’ensemble des cases représentant my, ..., m,.

Une fois le tableau rempli, on poursuit selon la méthode exposée précédemment.

Remarque 3.31 : Il peut arriver que I’ensemble des propriétés décrivant f ne spécifie que
partiellement cette derniére : certaines cases du tableau sont alors vides. On les remplit
alors par des « * ». L’ensemble de la méthode reste la méme sauf la troisiéme étape :

(737) on effectue des regroupements rectangulaires non discontinus de 1, 2, 4, 8 ou
16 cases de « 1 » et de « *» et 'on note M( finaz) (au lieu de M(f)) l'en-
semble des monoémes maximaux obtenus. On retire de M( fq4:) 'ensemble
des monomes constitués uniquement de « * » et on note M(f) l'ensemble

obtenu.
Exemple 3.32 :  On considére le tableau de Karnaugh suivant
x x
N =
{ x| % 0] x|t
YYoT1[+]0 } .
_ { O|1|=*x]0
IUxTol1]1]¢
Z z
~—~
z
Les mondémes maximaux ne contenant pas uniquement des * sont les suivants :
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x T x T x T
A~ A~ A~ A~ P SN SN
{ x| % 0] x|t { x|+ 0] x|t { x| % [0 x|t
YVYol1|«[o }t YVol1[+]0 }t YVol1[=]0 }t
_{ Ol1]%x]|0 _{ O[1|=%x]0 _{ Ol1 %10
YUsToltl1ls YUsjo[1l1|lt YUx[ol1]1]¢
z z z z z z
—~ ~— —~—
z z z
T T T T
A~ A~ A~ A~
{ x| x| 0| % |t { x | x| 0] x|t
YVo 1 [*[o0 }ty 01 ]*]0 }t
,{ O]1 =10 ,{ 0O[1 %0
YUsTo 11 YU xlo]1l1]¢
z z z z
~— ~—
4 4
Soit M(f) = {zt,zt, zyz,Tyt, TY= }.
Exemple 3.33 :  On considére une fonction booléenne f d’arité 4. On suppose

que cette fonction vérifie les conditions suivantes :
(@) zy(z=t)= f(z,y,21)
(b) zzt = f(x,y,z2,t)

2t(x ®y) = f(x,y,2,t)

)
(c)
(d) flz,y,z,t) =>x+7y+ 2t
(e)
)

e) flz,y,zt) = ((y = 1) +22)
(f) flayzt)=y+tz+t
On cherche I’ensemble des formes simplifiées de f.

i) On dresse le tableau de Karnaugh vide :

T z
N

<
—
Sl

I

N
—

(7i) On cherche a remplir le tableau grace aux propriétés :
(a) zy(z & t) = zy(zt + 2t) = zyzt + zyzt. On remplit donc les cases
correspondant aux monoémes xyzt et xyzt par « 1 », ce que 'on notera
zyzt «+ 1 et xyzt « 1.

(b) xzt — 1

(c) 2t(zx ®y) = 2t(zy + Ty) = xyzt + Tyzt. Donc { ;gz : 1

(d) =+ gy + 2zt = Tyz + Tyt. Donc { izfz:(())

(e) (y=1)+az=(y=t)xaZ=yl(T+z) =Tyt +yzt Donc { igg:g
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(f) yzt <0
On obtient alors le tableau suivant :
x T
A~ A~
{1 0/0|0]|¢
Y110 }t
_{0 1|10
y T % | x| x|t
z z
N
z
x T x T T z
A~ A~ PN A~ A~
{1 0/0]|0]¢ {1 0/0|0]|¢ {1 0100t
AR }t U110 }t IN*[1[1]0 }t
(ii1) ,{01 « [0 ,{01*0 ,{01 « 10
YVUT T [« [ x| F YUT x|« [* 11 YU1 |« x| %2
z z z z z z
— —~ N
z zZ 4
x x x x x x
A~ A~ A~ A~ A~ A~
{1 0/0]0]|¢t {1 0]0]0]¢ {1 0]0]0]|¢t
Y UxT1]1]0 }t YU«[1]1]0 }t YUx11[1]0 }t
_{0 11%]0 _{0 1|10 _{O 11%]0
YV * = *|1 YT * =+ |1 YT+ = *|1
z z z z z z
N N N

(iv)

z z z
On a donc : M(f) = {zt,yz,yt, 2zt, vyz, 2yt }.
On notera M(f) ={@®,...,®} dans la suite pour plus de lisibilité.
Seul un monéme recouvre au moins un « 1 » qui n’est recouvert par aucun
autre monome : C(f) = {zt}.

L’ensemble des formes simplifiées est le suivant :

Soit : zt+xZt et zt+yt+xyz. On remarque que deux mondmes maximaux ne
sont jamais utilisés : cela vient du fait que les cases « 1 » qui les composent
sont recouvertes par des monémes centraux.

2.4 Travaux Dirigés

2.4.1 Exercice 1

Démontrez les propriétés suivantes :

(1) {feFu|ff=f} = {feF,|VzeB", z€Su(f) & T¢&S5u(f)}

(@) (w1, @2, . ..

(i) Y(z,y) €B?, z®y=T®T.
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2.4.2 Exercice 2

Soit = la relation sur F,, x IF,, définie par :
{(f,9) € F2 | Vz € B", si f(z) = 1 alors g(z) = 1}

Montrez que = et < définissent la méme relation sur IF,, x F,,.

2.4.3 Exercice 3

Soient fi(z,y,2) = xy +yz + xz et fo: x — T deux fonctions booléennes.
1) Montrez que {fi, fo} n’est pas une partie génératrice.
2) Trouvez 'ensemble des f € Fq tels que { f1, fa2, f} soit une partie génératrice (précisez
quand {f, f2, f} est minimale).

2.4.4 Exercice 4

On considére la fonction booléenne ¢(z1, x2, x3) = x1.23 + £2.T3
1) Quel principe réalise cette fonction ?
Déterminez S3(¢).

)
) Déterminez la premiére forme normale de Lagrange.
)

=W N

Montrez que pour Vf € F,,, :
f(zla"'a'xn) — ¢(f(x17°"a$n*131)5 f(xl “waLfl?O)) l‘n)

5) Apres avoir rappelé les propriétés stables par composition, montrez que {¢,0,1} est
une partie génératrice minimale.

2.4.5 Exercice 5

On note FS 'ensemble des fonctions complétes d’arité n. Trouvez et listez les fonctions de
FG, F{ puis F§
o F{ puis F5.

2.4.6 Exercice 6

Soit une fonction booléenne f(z1,...,x,) d’arité n. On appelle résidu de f par rapport a
x; (noté fz,) la fonction d’arité n — 1 définie par :
fﬂﬁi . (561, ey Lj—13 Ly Ljd1y +e0y In) [d f(l‘l, ey Lj—1, 1, Lj41y eees l’n)
De la méme fagon, on appelle résidu de f par rapport & T; (noté fz,) la fonction d’arité
n — 1 définie par :
Jzo 1 (@15 i1, Ty i1y o Tn) = f(21, 0, i1, 0, T415 0, T)
1) Montrez que Vf € Fy,, f = w;.fz, + Ti. fz,
2) On définit la dérivée booléenne par rapport a x; d’une fonction booléenne f par
of
= f @ f
axz fxl f:pl
De plus, on dit qu’'une fonction booléenne est indépendante de x; si pour tout
T = (T1, .oy Tie1, Tiy Tit1, ..., Tn) € B, la valeur de f(z1, ..., Ti—1, Ti, Tit1, ..., Tp) DE
change pas lorsque la valeur de x; varie.
Montrez que f est indépendante de z; si et seulement si

of
8xi -

0

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré



2.4. Travaux Dirigés 36

3) Montrez que _
of _ of
aa:i N 8(51‘

4) On admet la relation suivante

o(f.9) (, 9g of of Oy
83:1» N (f&m) © (‘q@xz> © (8%261:@)

Nf+9) _(+ 9y _of of g

Montrez que :

2.4.7 Exercice 7

Soit f € F4 une fonction booléenne vérifiant les conditions suivantes :
(1) 2yt & z) = f(z,y,2,1)
(i1) ((z = (x+1t) = xyt) = f(x,y,2,1)

(13i) f(z,y,2,t) = (zy =1t)

(iv) f(z,y,2,t) = (t = 2)(t = 2)

Dressez le tableau de Karnaugh associé a cette fonction, déterminez les monémes maximaux
puis centraux et en déduire les formes simplifiées de f

2.4.8 Exercice 8
Soient n > 2 et f € F,,. On dit que f définit implicitement sa n'*™® variable si :
Y(z1,...,2n1) €B"Y la, €B, f(z1,...,2,) =0

1) Soit f1 € Fy définie par la table de vérité suivante :

EEeE
1

0
0
1
1

0

1 0
0 0
1 1

Montrez que fi définit implicitement sa seconde variable. Donnez ’ensemble de toutes
les fonctions de Fy qui définissent implicitement leur seconde variable.

2) Soit f € F,,. Montrez que f définit implicitement sa n'®™ variable si et seulement si :

V(x1,...,xn) € B, f(z1,...,29p-1,Tpn) = f(z1,...,2n)

3) Soit f € F, la fonction définie par :

n—1
fi(zr,. .. zp) — 2129 .. Ty +Z@-.§n
i=1

Démontrez que f définit implicitement sa ni™® variable, autrement dit qu’il existe

une fonction booléenne g € F,,_1 telle que :
V(x1,...,x2,) € B", (f(:cl,...ja:n) =0 & z,= g(xl,...,:cn_l))

que vous expliciterez.
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Chapitre 3

Théorie des langages

3.1 Introduction a la théorie des langages

3.1.1 Définitions de base

Définition 1.1 : On appelle alphabet tout ensemble fini.

Remarque 1.2 : Les ensembles suivants sont des alphabets :

e A={0,1} : alphabet binaire

e A={a,b,...,z, A B,...Z} : alphabet latin

e A={a,b,...,2,A,B,...Z,0,1,...,9} : alphabet ASCII

Remarque 1.3 : Soit A un alphabet. Comme A est fini, on peut alors indicer ses éléments :

A={a,...,an}

Définition 1.4 : Les éléments d’un alphabet A sont appelés des lettres.

Remarque 1.5 : L’alphabet binaire est composé des lettres 0 et 1.

Définition 1.6 : On appelle mot sur un alphabet A toute suite finie de lettre de A.
L’ensemble des mots sur A est noté A*.

On donne également la définition suivante (équivalente & la premiére) d’'un mot sur un
alphabet A :

Définition 1.7 : On appelle mot sur un alphabet A toute application
a:[l,n] — A

oit n € N est la longueur du mot, notée |« | et Vi € [1,n], (i) (aussi notée a;) est la
'€ lettre du mot a.
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Remarque 1.8 : On note un mot par la simple juxtaposition de ses lettres. Par exemple,
sur l’alphabet binaire, le mot (0,1,0,1,1,1,0), qui s’écrit également :

(62

N O U W N

1111111

est simplement noté 0101110.

Remarque 1.9 : Pour tout alphabet A, il existe un unique mot de A* de longueur nulle.
Ce mot est noté € (ou A selon les ouvrages) et est appelé mot vide.

Remarque 1.10 : Soit A un alphabet. On peut confondre toute lettre a de A avec le
mot a de A* de longueur 1.

Proposition 1.11 : Soient a = aj ... et B = B1 (2 ... 3, deux mots sur I'alphabet
A. On a ’équivalence suivante :

_ la|=|B]=n
a=p8 & {Vie[l,n], o; = 5

Remarque 1.12 : Soient A un alphabet, a € A et @ € A*. On note ||, le nombre
d’occurences de la lettre a dans le mot «. Si l'on note a = oy s ...y, :

|al, =card{i € [1,n]|, a; = a}

3.1.2 Loi produit et factorisation

Définition 1.13 : Soit A un alphabet. On appelle produit (ou concaténation) la
loi de composition interne définie par :
A*x A — A*
(,8) = v=ap

ola=a10y...0p, B=01P2...0;et a.f=0araz...ap0102...0

Proposition 1.14 : La loi produit (ou concaténation) posséde les propriétés suivantes :
(1) Va,8€ A" [a.B]=|al+]|f]
(11) Va,B,v € A", (a.0).y = a.(8.7) (la loi est associative)
(1i1) Va € A", a.e = e.a = a (le mot vide € est ’élément neutre du produit)
)

(1v

Va € A*, a.a = a < a =« (le mot vide ¢ est le seul mot idempotent)
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Remarque 1.15 : La définition et les propriétés (ii) et (iit) permettent de dire que
(A*, .) est un monoide!.

Définition 1.16 : Soit A un alphabet. Soient «, 3 € A*. On dit que « est facteur de

0 si
Fv,6€ A%, B=~v.a.8

Sia# (et a#e, alors « est dit facteur propre de (.

Définition 1.17 : Soit A un alphabet. Soient «, 8 € A*. On dit que « est préfixe de
G et I'on note o C 3 si
36 € A", B=a.b

Sia# (et a#e, alors « est dit préfixe propre de § et ’on note alors o C .

Remarque 1.18 : La relation C est une relation d’ordre :
(1) Vae A", a C « (refléxivite)
(ii) Va,B,7€ A%, si a E (et C«alors a C v (transitivité)
(131) Va,p € A%, si a C [ et fC «alors o = ( (antisymeétrie)

Définition 1.19 : Soit A un alphabet. Soient o, 3 € A*. On dit que « est suffixe de

0 si
Iy e A%, B =~.«

Sia # [ et o # g, alors « est dit suffixe propre de 3.

3.1.3 Définition et opérations sur les langages

3.1.3.1 Définition

Définition 1.20 : Soit A un alphabet. On appelle langage sur A toute partie (sous-
ensemble) L de A*. L’ensemble des langages sur A est donc :

P(AY) = {L, L C A"}

Un langage sur un alphabet est donc un ensemble de mots sur cet alphabet.

Remarque 1.21 : A* est le plus grand langage sur A au sens de l'inclusion.

Remarque 1.22 : Voici quelques exemples de langage :

e L = {aa,ab,ba,bb} est le langage sur l'alphabet A = {a,b} composé des mots de
longueur 2.

e L ={aec{a,b}", |als=|alp} est le langage sur 'alphabet A = {a,b} composé des
mots contenant autant de a que de b.

o L={ac{0,1}*, 30 €{0,1}*, a = .1} est le langage sur 'alphabet A = {0,1} com-
posé des nombres impairs représentés en base 2.

o [ = T est le langage vide. Il ne contient aucun mot.

e L = {e} est le langage contenant uniquement le mot vide.

On rappelle qu'un monoide est un ensemble muni d’une loi interne associative et d’un élément neutre.
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3.1.3.2 Opérations ensemblistes

Soit A un alphabet. On définit les opérations ensemblistes (ou booléennes) sur les langages
sur A.

Définition 1.23 : Soient L et Ly deux langages sur A. On appelle union de L; et de
Lo et 'on note Ly U Ly (ou Ly + Lo) le langage défini par :

L1UL2:L1+L2:{O£€A*, O[EleaELQ}

Remarque 1.24 : On utilisera indifferemment la notation additive (4) ou ensembliste
(U) pour représenter I'opérateur d’union.

Définition 1.25 : Soient L; et Lo deux langages sur A. On appelle intersection de
L, et de Ly et 'on note Ly N Ly le langage défini par :

LlﬂLQZ{OéGA*, OzGLl/\OZGLQ}

Définition 1.26 : Soient L; et Lo deux langages sur A. On appelle différence sy-
métrique (ou réunion disjointe) entre L; et Ly et 'on note L1 ALy le langage défini
par :

LlALQZ{aeA*, aELl@aELQ}:LlLJLQ\LlﬂLg

Définition 1.27 : Soit L un langage sur A. On appelle complémentaire de L et ’on
note L le langage défini par :

I=A"\L={ac A" a¢L}

On s’autorise également 'utilisation des autres opérations ensemblistes (produit cartésien,
différence, ...) méme si 'on n’en rappelle pas les définitions.
3.1.3.3 Opérations non ensemblistes

Soit A un alphabet. On définit de nouvelles opérations sur les langages sur A.

Définition 1.28 :  Soient L; et Lo deux langages sur A. On appelle produit (ou
concaténation) de Ly et de Lo et 'on note Lj.Lo le langage défini par :

Li.Ly = {’}/ S A*, H(Oé,ﬁ) €Ly X Ly, v= Oéﬁ}

Remarque 1.29 : Soient L; = {a", n > 0} et Ly = {b", n > 0}. L1.Ly = {aPb?, p,q >
0}

iéme

Définition 1.30 : Soient L un langage sur A. On appelle n
I’on note L" le langage défini par :

puissance de L et

{e} sin=0
L sin=1
L.L™ '  sinon
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Définition 1.31 : Soient L un langage sur A. On appelle fermeture de Kleene ou
étoile (ou itéré) de L et I'on note L* le langage défini par :

n>0 n>0

Il s’agit du plus petit langage sur A contenant L et le mot vide et stable par ’opération
produit.

Remarque 1.32 : Cette définition peut également se formuler de fagon inductive :

Définition 1.33 : Soient A* I'ensemble des mots sur un alphabet quelconque A et
L C A" un langage sur A. On définit inductivement la fermeture de Kleene de L, notée
L* par :
i) base: B=LU{c}
i7) induction : Op = {produit}
Autrement dit, L* est le plus petit sous-ensemble de A* vérifiant :
i) base : tout élément de B = L U {e¢} appartient & L*
i1) induction : si a; et oy appartiennent a L*, alors ay.ci2 appartient a L*
ol a.ap est le produit de aq et de ap.
Remarque 1.34 : Soient A = {a,b} un alphabet, L1 = {a}, Loy = {ab} et L3 = A trois
langages sur A. On a :
- L7 ={a", n>0}
- Ly = {(ab)", n >0}
- L= A"

Définition 1.35 : Soient L un langage sur A. On appelle étoile stricte (ou itéré
strict) de L et I'on note L™ le langage défini par :

Lt = U L" = Z L
n>0 n>0

Il s’agit du plus petit langage sur A contenant L et stable par I’opération produit.

Remarque 1.36 : La définition inductive de l'itéré strict d’un langage L est obtenu de la
méme fagon que celle de le fermeture de Kleene mais en prenant B = L pour base.

Remarque 1.37 : On a naturellement : L* = L1 U {¢}

Remarque 1.38 : L*=L" o cec L

Définition 1.39 : Soit L un langage sur A. On appelle réfléchi de L et I'on note L le
langage défini par : 5
L={¢(a), ac L}

ol ¢ : A¥ — A" est I'application définie par :

{ ¢e) = ¢
Va € A% a € A, p(a.a) = d(a).a

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré



3.1. Introduction & la théorie des langages 42

Remarque 1.40 : ¢ est tout simplement la fonction qui « inverse » un mot :

dlagag...an) =ap...c20q

Définition 1.41 : Soient L; et Ly deux langages sur A. On appelle quotient gauche
de Lo par Ly et 'on note Lfl.Lg le langage défini par :

L' Ly ={y€ A* Jac Ly, ayc Ly}

De la méme fagon, on appelle quotient droit de L par Ls et 'on note L;.L; e langage
défini par :
Li.Ly' = {y € A*, Ja € Ly, y.a € L1}

Remarque 1.42 : L’opérateur quotient gauche est un opérateur particuliérement impor-
tant en théorie des codes.

3.1.3.4 Propriétés

Soit A un alphabet. On énonce dans cette partie les propriétés remarquables des opérations
précédemment définies.

Proposition 1.43 : L’union est associative, commutative, d’élément neutre & et
d’élément absorbant A*. Autrement dit, VL, L1, La, L3 € P(A™) (langages sur A) :

° <L1+L2)+L3 :L1+(L2+L3)

e 1+ Ly=Ly+ 14

e O+ L=L+o=1L

e L+ A"=A"+L=A"

Proposition 1.44 : Le produit est associatif, d’élément neutre {e}, d’élément
absorbant @ et distributif par rapport a l'union (méme infinie). Autrement dit,
VL,Ly, Ly, Ly € P(A") (langages sur A) :

~ (L1.L2).Ls = Ly.(Ly.L3)

~{e}.L=L

- g L=Lo=0

— Ll.(LQ + L3) =ILq1.Lo+ Lq.Lg

Remarque 1.45 : Le produit n’est pas commutatif en général (sauf si card(A) < 1).
En effet, si A ={a,b}, Ly ={a", n >0} et Ly = {b", n >0} :

Ll-L2 = {apbq’ b, q > 0} 7& L2~L1 = {bpaq’ b, q > O}

Proposition 1.46 : La fermeture de Kleene (ainsi que ’étoile stricte) est idempotente,
autrement dit, VL € P(A") :

. (L+)+ — L+

et posséde la propriété suivante : VL1, Lo € P(A"),

(L1 + L3)" = (L1 + La)" = (L1.Ly)"
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3.2 Langages rationnels

3.2.1 Définitions

Nous allons désormais parler d'une catégorie de langages bien connue : les langages dits
rationnels ou encore réguliers. Pour toute cette partie, on considére un alphabet A et
I'ensemble P(A*) de tous les langages sur A.

Définition 2.1 : On appelle ensemble des langages rationnels (ou réguliers) et 'on
note Rat(A*) 'ensemble défini inductivement par :

i) base : B = {langages finis sur A}
i7) induction : Op = {union, produit, itéré}
Autrement dit, Rat(A*) est le plus petit sous-ensemble de P(A*) vérifiant :
i) base : tout élément de B = {langages finis sur A} appartient a Rat(A™)
i7) induction : si L, Ly et Lo appartiennent & Rat(A*), alors L1 U Lo, Ly.Ly et L*
appartiennent & Rat(A™)

oul les symboles « U », « . » et « * » représentent respectivement les opérations union,
produit et itéré.

3.2.2 [Expressions rationnelles

Tout langage rationnel peut s’exprimer au moyen de ce que 'on appelle expression ra-
tionnelle (ou réguliére).

Définition 2.2 : On appelle ensemble des expressions rationnelles (ou réguliéres)
sur A I’ensemble noté R 4 et défini inductivement par :

i) base : 2 Ra
| Yae AU{e}, a € R4y

(61 aF 62) € Ra
(61 62) €ERa
() € Ra
(€)+ ERA

i1) induction : Vej, ey € Ry,

Remarque 2.3 : Les expressions rationnelles sont tout simplement un moyen d’écrire les
langages rationnels.

Définition 2.4 : On définit alors une application qui a toute expression rationnelle
associe le langage rationnel décrit par ’expression :

Lr: MRa — Rat(4A")

%] — g
e~ {e

acA — {a}
(e) = Lgr(e)

e1+e — 573(61) U L:R(eg)

erez  — Lr(e1)-Lr(e2)

e — Lr(e)”
e" = Lr(e)t
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Remarque 2.5 : Soit e € Ry et L € Rat(A*). Si L = Lg(e), on dit que e dénote
L.

Théoréme 2.6 : Un langage est rationnel si et seulement si il existe une expression
rationnelle qui le dénote.

Remarque 2.7 : L’application L est surjective. Autrement dit, tout langage rationnel
peut étre décrit (dénoté) par au moins une expression rationnelle. La surjectivité de Lr
peut se démontrer simplement par induction structurelle. En revanche, elle n’est pas injec-
tive : si l'on considére le langage L = {a",n > 0}, on peut exhiber 3 expressions ey, es et
es € R4 simples dénotant L, i.e. telles que Lr(e1) = Lr(e2) = Lr(e3) =L :

e ¢ = (a.a")
e 9= (a".a)
® €3 = CL+

Remarque 2.8 : Usuellement, on se permet de confondre un langage rationnel avec les
expressions rationnelles qui le dénotent. Par exemple, on dira :

« Soit L le langage rationnel défini par L = (ab)* »
alors que 'on devrait dire

« Soit L le langage rationnel défini par L = Lz(e) ot e = (ab)* »

Remarque 2.9 : Cet abus d’écriture nous aménera & écrire des égalités du style :

alors que les deux membres de cette égalité appartiennent & R4 et sont distincts! Il faut
alors comprendre que les langages dénotés par ces deux expressions sont égaux :

Lr ((@"0")") = Lr ((a + b))

3.3 Introduction a la théorie des codes
3.3.1 Définitions

Soient un alphabet A et P(A*) I’ensemble de tous les langages sur A.

Définition 3.1 : On dit qu'un langage non vide C C A" est un code si tout mot de
C* se décompose de maniére unique comme produit de mots de C.

Cette premiére définition peut également s’énoncer de la fagon suivante :

Définition 3.2 : On dit qu’un langage non vide C' C A" est un code si
Vao=aray...ap B=0102...0,€C":

_ p=4q
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3.3.2 Propriétés et algorithme

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition d’un code.

Proposition 3.3 : Soit C' un sous-ensemble fini de A*. Si C est un code, alors tout
sous-ensemble de C' est un code.

Proposition 3.4 : Soit C' un sous-ensemble fini de A* :
(i) SiC estun code, ¢ ¢ C
(77) Si C est un code, C' et U C" sont deux ensembles disjoints
n>2
(737) Si tous les mots de C sont de méme longueur non nulle, alors C' est un code.

On parle alors de code uniforme.

(iv) Siaucun mot de C n’est préfixe (resp. suffixe) d’un autre mot de C, C est un
code. Dans ce cas, le code C est qualifié de code préfixe (resp. suffixe).

Pour terminer, on présente I'algorithme de Sardinas et Patterson qui permet de déterminer
si un langage est un code ou non.

Algorithme 3.5 : Soit L € P(A*) un langage sur A. On cherche a déterminer si L est
un code. L’algorithme de Sardinas et Patterson consiste en la construction d’une
suite d’ensembles :

o Initialisation : Uy = L™ .L\ {e}

e Itération : U,y = U, . LUL .U,

L b
o Comdiion @t 14 o Un => 14 e o T eoge
U,=U,—1 = L est un code

Remarque 3.6 : La condition d’arrét € € U, est équivalente a U,, N L # & (i.e. il existe
un élément de U, qui est un mot de L).

Remarque 3.7 : En remarquant que U, = @ = U,+1 = &, on peut arréter 'algorithme
dés que U,, = & (et alors conclure que L est un code).

3.4 Travaux Dirigés

3.4.1 Exercice 1

Soient A un alphabet et L, L1, Lo, L3 et L4 cinq langages sur A. Montrer que :
(CL) siLi C Loet Lg C Lyalors Ly.Lg C Lo.Ly

(b) si Ly C Ly alors L} C L3
() (L) =1

(d) Lt =L.L*=L*L

() LL*+e=1L"
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3.4.2 Exercice 2

Soient A un alphabet et L, Ly, Ls, L3 quatre langages sur A. Parmis les propriétés
suivantes, lesquelles sont vraies ?

(@) L+0=0+L=1L

(b) Li+ L= Lo+ Ly
(¢) (L1+ L)+ L= L1+ (Lo + L3)
(d) Li.Ls = Ly.Ly
(€) L+A* = A"+ —A°
(f) (L1.Ls).Ls = L1.(Ly.Ls)
(9) {hD=Lfe}=1
(h) O0.L=L.0=10
)

Ll.(Lg + L3) =Li1.Lo+ L1.Ls

3.4.3 Exercice 3

Soit A = {a,b} un alphabet. Ecrire les expressions rationnelles (réguliéres) qui dénotent
les langages suivants :

e L1 = l'ensemble des mots de A* se terminant par a

e Ly = I’ensemble des mots de A* contenant au moins un a

e L3 = 'ensemble des mots de A* contenant au plus un b

e L, = I’ensemble des mots de A* contenant un nombre pair de a

e L5 = I’ensemble des mots de A* contenant autant de a que de b

Avez-vous rencontré une difficulté pour décrire I'un de ces langages ? Qu’en conclure ?

3.4.4 Exercice 4

Soit A = {a,b} un alphabet. Décrire les langages dénotés par les expression rationnelles
suivantes :

® ¢ — (CL + b)*

e 9 = (a"b")"

e e3=a"ba*ba*ba*

3.4.5 Exercice 5

Soit L = {(ab™c),n > 0} un langage sur A = {a,b, c}. Parmi les langages suivants, lequel
représente L™ ? Donnez un exemple de mot appartenant a L et un appartenant a L*.

e Lj = {(ab"c)?, n>0,p >0}

e Ly ={(ab"c)’, n>0,p> 0}

P
o L3— {H(abmc), Vi€ [1,pl,n; > 0,p > 0}

=1

P

o Ly = {H(abnic), Vi e [1,p],n; > 0,p > O}
i=1

e Ly ={(ab"c),n >0}

L peut-il étre l'itéré d’un autre langage ? Si oui, donnez le langage M tel que L = M™,

sinon, expliquez pourquoi.

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré



3.4. Travaux Dirigés 47

3.4.6 Exercice 6

On rappelle qu'un langage non vide C' C A" est un code si tout mot de C* se décompose
de maniére unique comme produit de mots de C ainsi que les propriétés suivantes :

1.
2.
3.

Tout sous-ensemble d’un code est un code.
Si C est un code, € ¢ C

Si C' est un code, C' et U C"™ sont deux ensembles disjoints
n>2

. Si tous les mots de C' sont de méme longueur non nulle, alors C' est un code. On

parle alors de code uniforme.

Si aucun mot de C n’est préfixe (resp. suffixe) d'un autre mot de C, C est un code.
Dans ce cas, le code C' est qualifié de code préfixe (resp. suffixe).

Lorsque ces propriétés ne sont pas suffisantes pour monter qu’un langage est ou n’est pas
un code, on a recours a l’algorithme de Sardinas et Patterson qui consiste en la construction
d’une suite d’ensembles :

e Initialisation : Uy = L™ . L\ {e}

o [tération : Upyq = Un_l.L uLlu,

e Condition d’arrét : {

cee U, = L n’est pas un code
U,=U,_1 = L est un code

Parmi les langages suivants, déterminer ceux qui sont des codes?

(] L1 = {a, b}

° L2 = ab*

e L3 ={a,ab,ba}

e Ly ={a,ba,bdb}

e L5 = {aa,baa,ba}

e Lg = {a,abbba,babab, bb}
(] L7 = a+b+

. Lg = a+b*

o Lg= {a”b”,n S N*}

° L10 = (ab)*

20n demande une démonstration pour chaque langage. Il est recommandé d’utiliser prioritairement les
propriétés.
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Chapitre 4

Théorie des automates

4.1 Introduction a la théorie des automates

4.1.1 Définition d’un automate fini

Définition 1.1 : On appelle automate fini (AF) tout quintuplet
A=(A4Q,1,E,T)

ou

e A est un alphabet

(@ est un ensemble fini, I’ensemble des états

I C Q est 'ensemble des états initiaux

T C @ est 'ensemble des états finaux (terminaux)

E C @ x AU{e} x @Q est une relation appelée relation de transition

Remarque 1.2 : Vous pourrez trouver dans la littérature la définition suivante équiva-
lente : « On appelle automate fini sur un alphabet A tout quadruplet A = (Q,I,E,T)
.

Définition 1.3 :  Soit A = (A,Q, I, E,T) un automate fini. Pour toute transition
(p,a,q) de E, on dit que :

e a (qui appartient a A) est 'étiquette de la transition

e p (qui appartient a @) est I'origine de la transition

e ¢ (qui appartient a @) est 'extrémité de la transition

On note également p —— ¢ la transition (p, a, q).

Définition 1.4 : On appelle transition vide ou e-transition toute transition d’éti-
quette €.

Remarque 1.5 : Cette transition joue un réle particulier. En effet, si 'on essaie de
comprendre le fonctionnement d’'un automate, on peut associer a toute transition ¢ LN q
’assertion suivante « si ’on est en ¢ et que ’on lit un a, on arrive en ¢’ ». Une e-transition
q — ¢ est donc une transition qui permet de passer de 'état ¢ a état ¢’ sans avoir besoin
de lire une lettre.



4.1. Introduction & la théorie des automates 50

4.1.2 Représentation sagittale (par un graphe étiqueté)

Tout automate se représente sous forme sagittale (i.e. par un graphe étiqueté). Soit A =

(A,Q,I,E,T) un AF et G sa représentation graphique, alors :

e les sommets de G sont les états de A (donc les éléments de Q)

e pour toute transition p — ¢ € F, on trace un arc orienté d’origine p et de destination
q étiqueté par la lettre a

e pour tout état initial p de I, on ajoute une fléche sans origine et pointant sur p

e pour tout état terminal ¢ de T, soit on ajoute une fléche d’origine ¢ pointant vers
I’extérieur du graphe, soit on ajoute un cercle inscrit dans le premier cercle représentant
le sommet

Exemple 1.6 :  Soit A= (A4,Q, I, F,T) un automate défini par :
A={a,b}, Q={0,1,2}, I={0}, T={1,2} et E={(0,a,1),(1,a,1),(1,b,2)}.
La représentation sagittale de A est alors la suivante :

Soit A" = (A", Q',I', E', T') un autre automate fini défini par :

A = H{a,b}, Q@ = {0,1,2,3}, I' = {0,2}, T = {3} et E =
{(O,a, 1),(1,b,3),(1,a,2),(2,b,1), (2,0, 3)} La représentation sagittale de A’ est
alors la suivante :

Définition 1.7 : Soit A = (A,Q, I, E,T) un automate fini. On appelle calcul dans
A toute suite de transitions (g; 8, Qi+1)ic[1,n—1] tel que 'extrémité d'une transition est
Porigine de la suivante. On note un tel calcul de la fagon suivante :

al a2 as an—1
C=(q1 —q2 —43 ——~ ... — (n
On dira que :
e a1a2a3...a,_1 € A* est I'étiquette du calcul ¢
e ¢1 € @ est son origine
o gn € Q est son extrémité

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré



4.1. Introduction & la théorie des automates 51

Exemple 1.8 :  Le calcul défini par :
c=((1,a,1),(1,b,2),(2,b,3),(3,a,2)) =1 1223 %9

a pour origine I’état 1, pour extrémité I’état 2 et pour étiquette le mot abba.

. , e .. a / L. ..
Remarque 1.9 : On s’autorise désormais & écrire ¢ — ¢ pour désigner un calcul d’origine
q, d’étiquette o € A* et d’extrémité ¢’ sans expliciter les états intermédiaires.

Définition 1.10 : On dit qu’un calcul dans un automate A = (A, Q, I, E,T) est réussi
lorsque son origine appartient a I (i.e. est un état initial) et son extrémité a T (i.e. est
un état final) :

cestun calcul réussi & c=p——gq, pel,qeT, ac A*

Définition 1.11 : Soit A = (A,Q, I, E,T) un automate fini et ¢ € Q. On dit que ¢
est accessible si et seulement si il existe un mot « € A* et un état initial gy € I tel que
go — ¢, autrement dit, s'il existe un calcul dont I’origine est un état intial et dont il est
Iextrémité. L’ensemble des états accessibles de A est donc :

{¢€Q, Jac A", I el, g q}

Un état qui n’est pas accessible est dit inaccessible.

4.1.3 Deéterminisme et indéterminisme

La définition des automates finis qui a été donnée est générale. On distingue deux types
d’automates finis : les automates finis déterministes et les automates finis indéterministes.
Intuitivement, un automate fini sera déterministe si on ne peut pas trouver deux moyens
différents (deux calculs) pour faire la méme chose (lire une lettre ou un mot a partir d’'un
état). Plus formellement, on considérera que la définition d’un automate fini indéterministe
est celle qui a été donnée en début de chapitre et celle d’'un automate fini déterministe est
la suivante :

Définition 1.12 : On appelle automate fini déterministe tout quintuplet
A= (A7 Q7 q0, 57 T)

tel que :

e A est un alphabet

e () est un ensemble fini, I’ensemble des états
qo € @ est I'unique état initial

0:Q x A— @ est la fonction transition

T C Q est I'ensemble des états terminaux

Remarque 1.13 : On remarque que la définition d’un automate fini déterministe est une

restriction de celle d’'un automate fini indéterministe avec les contraintes suivantes :

e [ est un singleton

e E est une fonction : i.e. pour tout état ¢ € @Q et toute lettre a € A il existe au plus un
état ¢ € Q tel que ¢ —— ¢/
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Remarque 1.14 : Soit A= (A,Q, I, E,T) un automate. S’il comporte au moins un des
éléments suivants :

i) plusieurs états initiaux
i7) une transition vide (entre deux états distincts)

i4i) un état qui est l'origine de plusieurs transitions différentes de méme étiquette

alors A est indéterministe, sinon, il est déterministe.

cas 1) cas i) cas 1)

Remarque 1.15 : Comme l'indique la définition, dans le cas de I'automate fini détermi-
niste, la relation transition E : Q X A x ) devient une fonction § : Q x A — @, cad une
relation qui & chaque couple de @) x A associe au plus un élément de Q). Ceci étant, le
méme vocabulaire est utilisé, i.e., pour 6(p,a) = q :

e a est I'étiquette

e p est origine

e ¢ est I'extrémité

On exprime alors souvent la fonction transition sous forme d’un tableau ou 'on met en
téte de chaque colonne les lettres de 'alphabet A et en téte de chaque ligne les états de Q.
Par exemple, si ’on considére I'automate représenté par le graphe suivant :

La fonction transition est donnée par le tableau suivant :

(dfalb] <4

qo || 91 | G3
q || — | 92
Q|| 93 | —
q3 || 93 | 92
7

Q

Remarque 1.16 : De la méme fagon que la relation transition devient une fonction
transition, I’ensemble des calculs dans un automate fini déterministe peut se voir comme
le prolongement de la fonction transition.

Tony Bourdier — LORIA - ESIAL - Université Henri Poincaré



4.2. Equivalence entre automates finis et langages rationnels 53

Définition 1.17 : Soit A = (A, Q, qo,9,T) un automate fini déterministe. La fonction
d:Q x A— Q@ se prolonge en une fonction 0" : QQ x A* — @ définie par :

e VgeQ, 6" (q,e) =¢q

e VgeQ, Vae A" Ya € A, §"(q,a.a) = 0"(d(q,a),a)

Exemple 1.18 : Si 'on reprend 'automate défini plus haut, on peut calculer
I'image de (qo, abab) par §* :

0%(qo, abab) = 6" (0(qo,a),bab) = & (q1,bad) = 6" (6(q1,b),ad)
= 0" (qg,ab) = 0" (6(q2,0a),b) = 6" (g3,b)
= 0" (0(g3,0),e) = 6" (qo,¢) = ¢

4.1.4 Langage reconnaissable par un automate fini

Définition 1.19 : Soit A= (A, Q, I, E,T) un automate fini. On dit qu'un mot « € A*
est reconnu (ou accepté) par A s'il existe un calcul réussi d’étiquette « :

« « an
El(q()v"'aqn) € Qn+17 qo € Ia qn € Ta q0 — q1 - ---Gn—1 — Q4n
ol @ = a1 . .. oy est de longueur n. Ce qui s’écrit, sous forme plus condensée :

g €l, g €T, g — gn

Définition 1.20 : Soit A = (A,Q,I,E,T). On appelle langage reconnu par A
I’ensemble des mots reconnu par cet automate :

LA)={a€A* 3gel, I €T, ¢4}

Définition 1.21 : On dit qu’un langage est reconnaissable par un AF s’il existe un
automate fini qui le reconnait. On note Rec(A*) I'ensemble des langages sur I’aphabet
A reconnaissables par un automate fini.

4.2 Equivalence entre automates finis et langages rationnels

4.2.1 Théoréme de Kleene

Théoréme 2.1 : Soit A un alphabet, Rat(A") I’ensemble des langages rationnels
(réguliers) sur A et Rec(A*) 'ensemble des langages sur A reconnaissables par un
automate fini. Le théoréme de Kleene indique que :

Rat(A*) = Rec(A")

Autrement dit, les langages rationnels sont exactement ceux reconnus par les automates
finis déterministes.
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Remarque 2.2 : Ce théoréme nous permet de dire que pour toute expression réguliére
dénotant un langage £, on peut construire un automate reconnaissant £ et, inversement,
a tout automate A on peut associer une expression réguliére dénotant £(A).

4.2.2 Des expressions rationnelles aux automates finis

On rappelle la définition des expressions rationnelles sur A (définition 2.2) : R 4 est le plus
petit ensemble tel que :

2) T EeERA
ii) Yae€ AU{e}, a € Ra

(61 + 62) € Ra
(61 62) €ERa
() € Ra
(e)+ € Ra

iii) Vei,es € Ra,

Comme toute expression rationnelle dénote un langage reconnaissable par un automate
fini, on définit une procédure de construction de cet automate sur la base de la définition
des expressions rationnelles. Ainsi :

i) a lexpression rationnelle vide (&) on associe I'automate A = (A,Q, I, E,T) a un
état intial I = {qo} et zéro état final T = @ :

Cet automate ne reconnait aucun mot, donc L(A) = & = Lz (D)

1) atout a € AU{e} on associe 'automate A = (Q ={q0, 1}, A E={q0 > q}, 1 =

{00}, T ={q}) :
(wr—

Cet automate reconnait le mot a, donc L(A) = {a} = L (a)

iii) Solent A; = (A1,Q1, 11, E1,T1) et Ay = (Aa,Qo, I, B2, Th) deux automates re-
connaissant respectivement les langages dénotés par les expressions e; et es. On
représentera I’automate A; par le schéma :

O

O

ou les cercles de gauche représentes les états initiaux et les cercles & droite repré-
sentent les états finaux.

e L’automate A = (A, Q, I, E,T) reconnaissant ER((el + 62)) est tel que :
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o O O

En somme, soit on prend I = I; U s, soit on crée un nouvel état initial qg tel
que, Vg € [} ULy, gy — q. Par ailleurs, Q = QU Qo U {qo} et T =T, U Ts.
e Lautomate A = (A, Q, I, E,T) reconnaisant ER((eleg)) est tel que :

O

3

./41 A2

O

Q=Q1UQ2, I =1 et T =Ty (les états initiaux de Ay ne sont plus initiaux et
les états finaux de A; ne sont plus finaux). il suffit alors de joindre chaque état
final de A; a chaque état initial de Ay par une e-transition.

e Soit A 'automate reconnaissant le langage dénoté par I'expression rationnelle e.
L’automate A" = (A", Q', I', E', T") reconnaissant ER((e)*) est tel que :

Q' =QU{q,qr}, I'={a}, T'={qr} et ' = EU{q — q,q € [} U{q —
ar g € FYU{qo — qr,ar — qo}-

L’automate reconnaissant ER((6)+) s’obtient, quant & lui, de la méme facon que
le précédent en retirant la transition gy — qp (dont le but est uniquement de
faire reconnaitre le mot vide par 'automate).
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4.2.3 Des automates finis aux expressions rationnelles

4.2.3.1 Langage associé a un état

Définition 2.3 : Soit £ un langage reconnu par un automate fini déterministe A =
(A,Q, qo,9,T). Pour tout couple d’état (p,q) € @2, on définit 'ensemble :
Epqg={a€ A", §(p,a)=q}

ainsi que ’ensemble L,, défini pour tout état p € @ :

p—{aeA* dgeT, 6" (p,« —q}

Remarque 2.4 : L, décrit le langage reconnu par le sous-automate A, = (4, Q, {p}, E,T).

Remarque 2.5 : Pour tout état p € ), on note v, p = e si p € T' et & sinon, on a

L, = Z Epq-Lq + 17
q€qQ

4.2.3.2 Lemme de Arden et systémes d’équations sur les langages

Théoréme 2.6 : (Lemme de Arden) Soit A un alphabet et L; et Lo deux langages
sur A, on considére I’équation
X=0L.X+ 1L,

ol 'inconnue X est un langage sur A.
e Sie ¢ L I'équation admet une solution unique X = L].Ls.
e Sie € Ly, Pensemble des solutions de I’équation est {L].L , Ly C L}

Théoréme 2.7 : Soit n € N*, soient E;;, (i,7) € [1,n]* des langages ne contenant
pas € et soient F;, i € [1,n] des langages. Le systéme :

n
{ L; = ZEi,j'Lj + F; }
1€[1,n]

j=1

d’inconnues L; admet une unique solution (et si les langages F; ; et Fj sont réguliers
alors les langages L; le sont aussi).

4.2.3.3 Retour sur les automates

Soit A = (A, @, qo,9,T) un automate fini déterministe. Nous avons vu précédemment que
I’on peut associer & chaque état p € ) un langage solution de I’équation

L, = Z Epq-Lqg+ W1
PEQ

Le lemme d’Arden nous assure l'unicité de la solution dans le cas ot € ¢ E, 4. Or, comme
I'automate A est déterministe, il n’existe pas de e-transition, donc E,, , ne peut pas contenir
€, ce qui fait notre fortune. Le langage reconnu par I'automate est alors Lg,.
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Exemple 2.8 :  Soit A = (A4,Q, 0,06, T) un automate fini déterministe représenté
par le graphe suivant :

Pour des raisons de clarté, on note L; & la place de Lgy,. Le systéme d’équation s’écrit
simplement :

Lo=alo+bli+¢

Li=b.Ly+a.ls

Lo=a.L1+b.Lo

En appliquant une premiére fois le lemme d’Arden sur la troisiéme équation, on
obtient :
L2 = b*aL1

On substitue alors Ly par cette expression dans la seconde équation, ce qui nous
permet d’écrire :
L1 = ab*aL1 + bLO

qui devient

L1 = (ab*a)*bLo

Enfin, en remplacant L par son expression dans la premiére équation, on obtient :

L=Ly=(a+blab*a)*d)*

Remarque 2.9 : On a montré que tout langage rationnel était reconnaissable par un
automate fini, donc I’ensemble des langages rationnels est inclus dans I’ensemble des lan-
gages reconnaissables par un automate fini. Il a ensuite été montré qu’a tout automate fini
déterminste on peut associer une expression rationnelle, montrant ainsi que I’ensemble des
langages reconnaissables par un automate fini déterministe est inclus dans ’ensemble des
langages rationnels. Autrement dit, si I'on note Recp(A*) Pensemble des langages sur A
reconnaissables par un automate fini déterministe, on a établi la relation suivante :

Recp(A*) C Rat(A*) C Rec(A™)
Pour avoir 1’égalité, il reste a établir que Rec(A*) C Recp(A*), autrement dit, qu’a tout
automate fini on peut associer un automate fini déterministe équivalent.
4.3 Déterminisation

4.3.1 1Idées générales

Soit A = (A,Q, I, E,T) un automate. L'indéterminisme de A peut se manifester sous les
trois formes suivantes :
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i) plusieurs états initiaux
i1) une transition vide (entre deux états distincts)

i74) un état qui est l'origine de plusieurs transitions différentes de méme étiquette

cas 1) cas i) cas i)

L’idée est donc d’éliminer I'indéterminisme en :

e regroupant les états initiaux en un seul état initial,

¢ éliminant les e-transitions,

e regroupant les états qui peuvent étre 'extrémité de calculs de méme origine et méme
étiquette.

Remarque 3.1 : De cette fagon, si S est 'ensemble des états de 'automates fini indé-
terministe A, ensemble des états de 'automate déterministe correspondant A’ sera un
sous-ensemble de P(S). (Chaque état de A" sera un ensemble d’états de A).

Remarque 3.2 : On peut également envisager le probléme sous un autre angle. Nous
avons vu précédemment que la différence, formelle, entre un automate fini déterministe et
indéterministe résidait dans le fait que I est un singleton et la relation E est une fonction.
La déterminisation consiste donc & effectuer cette transformation.

4.3.2 Passage d’une relation a une fonction
Nous allons montrer comment & toute relation on peut associer, de maniére unique, une

fonction. Pour cela, on rappelle la définition d’une fonction.

Définition 3.3 : Soit f C F x F une relation de E dans F. f est une fonction de
E dans F si et seulement si tout élément de E posséde au plus une (soit zéro, soit une)
image dans F par f :

Vz € E, card (f({z})) <1

Proposition 3.4 : Soit R C E X F une relation de E dans F'. La relation définie par :

¢: E — P(F)
r — {yeF|(zy) eR}

est une fonction (c’est méme une application) et ’application

T: P(ExF) — E—P(F)
R — ¢:x—{yeF|(z,y) €R}

est bijective.
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> Démonstration : ¢ est clairement une application puisqu’a tout élément x de E on

associe exactement un élément de P(F). En effet, trois cas sont possibles :

e il n'existe aucun y tel que (x,y) € R : dans ce cas, ¢p(x) = @ € P(F)

o il existe exactement un y tel que (x,y) € R : dans ce cas, ¢(z) = {y} € P(F)

e il existe plusieurs images de x, y1,...,yn - Vi € [L,n], (x,y;) € R : dans ce cas,
6(2) = (o1, .. un) € P(F)

Ensuite, pour montrer que T est bijective, il suffit de remarquer que sa réciproque est

Uapplication T4 qui a toute fonction ¢ de E dans P(F) associe la relation R telle que

(x,y) €ER ssiy € ¢(x). [

Exemple 3.5 :  Soient A = {a,b,c}, B = {1,2} et F = {e,3,,7,A\} et R C
A x B x F une relation définie par :

R ={(a,1,0),(a,1,0),(b,2,a),(b,2,0),(b,2,A),(c,1,7),(c,2,)}

¢ =T (R) est une application de A x B dans P(F') définie par :

¢p: AxB — P(F)
(a,1) — {B,0}
(a,2) +— @

(b,1) — @

(6:2) — {a,0,A}
(¢,1) — {7}
(¢2) = {a}

Remarque 3.6 : On peut également se contenter de définir ¢ = 7 (R) comme une fonction
en ne définissant pas ¢ pour les éléments de E dont 'image est &.

4.3.3 Automate fini déterministe équivalent

Théoréme 3.7 : Soit A,q = (A,Q,I,E,T) un automate fini indéterministe. Si I'on
définit Pautomate A = (A, Q’, qo,5,T’) par :

« Q'=P@Q
® 4o = U (ﬁ(i,&)
el
Q' xA — @Q
e 5:% (50 — Ud@a)

qEs

e I'={s€Q' | sNT # o}

ot op=T(E): QxAU{e} — PQ)
(¢,0) — {d€Ql(¢a4d)ecE}

et ¥, (q,a) € @ x AU{e}, ¢*(q,a) est I'ensemble défini inductivement par :
q € 9" (q,¢)
o base : %
{ Vs € ¢(q.a), q € ¢"(q,a)
e induction : Vs' € ¢*(q,a), Vs € ¢(s',¢€), s € ¢*(q,a)
Alors A est déterministe et équivalent a A,y (il reconnait le méme langage que A,q).
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Remarque 3.8 : On remarque dans ce théoréme que I’ensemble des états de 'automate
fini déterministe équivalent & A,q = (A,Q, I, E,T) est P(Q), donc automate posséde
2card(Q) gtats . . . En pratique, la plupart des états de P(Q) sont inaccessibles. En ce sens, on
utilise un algorithme qui permet, & partir d’'un automate fini indéterministe, de construire
un AFD équivalent sur la base du théoréme précédent mais ne faisant apparaitre que les
états accessibles. Cet algorithme part de 1’état initial gg et construit de nouveaux états en
calculant §(q,a) Va € A pour ¢ déja construit. L’algorithme s’arréte lorsqu’aucun nouvel
état n’est généré.

Exemple 3.9 :
Soit "automate fini indéterministe A,q = (A, Q, I, E,T) défini par :
o« A= {CL, b}
Q ={0,1,2,3,4}
I ={0}
T = {4}
o { (0,e,1),(0,¢,3),(1,a,2),(1,a,3),(2,b,1),(3,a,1), }
| 3,a,3),(3,0,4),(4,a,1),(4,a,2),(4,b,3), (4,¢,3)

() On commence par dresser la table de ¢ :

ol e [afb] ¢ e]al]bd]
01,3 01,3

1 2,3 _ 1 2,3

2 1 2 1

3 1,34 3 1,3 3,4
4 3 1,2]3 4 352 3

(7) On construit § pas a pas. L’état initial est I’ensemble des états directement
accessibles & partir de l'ancien état initial, soit ¢o = {0,1,3}. On établit
ensuite 'ensemble de tous les états accessibles a partir de 0, 1 et 3 en lisant
a puis b : il s’agit simplement de faire I'union du contenu des lignes 0, 1 et
3 du tableau de ¢*.

| 6 [ a [ ]
10,1,3]1,2,3]3,4]

Deux nouveaux états sont créés : {1,2,3} et {3,4}.

[ 0 [ a [?]
0,1,31 1,2,3 1 3,4
1,2,3
3,4
On poursuit ainsi jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de nouvel état créé :
[0 [ a [ & |

0,1,3[[1,2,3] 3,4
1,2,3]1,2,3]1,3,4
3,4 [[1,2,3] 3,4
1,3,4]1,2,3] 3,4

(7i7) Les états finaux sont tous les états qui contiennent un élément de 7' (ici 4),
donc T" = {{3,4},{1,3,4}}
L’automate déterminite équivalent a A,,4 est ainsi entiérement construit (on connait

A Q' qo, et T).
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4.3.4 Conclusion

Remarque 3.10 : Cette derniére partie relative a la déterminisation des automates finis
indéterministes nous permet de conclure avec la relation suivante :

Rec(A*) = Recp(A*) = Rat(A")
pour tout alphabet A.

Remarque 3.11 : On a désormais trois caractérisations différentes des langages rationnels

sur un alphabet A :

¢ la définition, .e. un langage est rationnel s’il est fini ou 'union, I'itéré ou le produit de
langages rationnels

e un langage est rationnel ssi il est dénoté par une expression rationnelle

e un langage est rationnel ssi il est reconnu par un automate fini (déterministe ou indé-
terministe)

4.4 Minimalisation

4.4.1 Relation d’équivalence sur ’ensemble des états

On chercher & déterminer un algorithme qui, & partir d’un automate déterministe, construit
l'automate minimum (i.e comportant un nombre minimal d’états) équivalent (i.e. recon-
naissant le méme langage). Pour établir un tel algorithme, nous allons définir et étudier
une relation d’équivalence entre les états.

Définition 4.1 : Soit A = (A4,Q, qo,0,T) un automate fini déterministe. On dit que
A est complet ssi la fonction 4 est une application, autrement dit, si d(g,a) est définie
pour tous les couples (q,a) de @ x A.

Remarque 4.2 : Pour trouver un AFD complet équivalent & un AFD incomplet, il suffit
d’ajouter un état puits (état de refus) qui sera l'extrémité de toutes les transitions non
définies. Soit par exemple ’AFD non complet représenté par le graphe suivant.

d n’est pas définie pour tous les couples : §(0,b) n’est pas défini. Un automate fini déter-
ministe complet équivalent est donné par le graphe suivant :
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Définition 4.3 : Pour chaque état ¢ € @, on note :
Ly={aec A" |6 (q,a) € T}

L, s’interpréte comme étant le langage reconnu par 'automate lorsque ¢ est ’état initial.

Remarque 4.4 : On remarquera quee € L, < qge T

Définition 4.5 : On considére un AFD complet A = (A, Q, go,0,T). On définit sur Q
la relation d’équivalence ~ par :
p~q & L,=1L,
& Vae A" (6"(p,a) €T < 0% (q,a) €T)

Définition 4.6 : On note appelle classe d’équivalence d'un état ¢ et on note ( q )
I’ensemble :

(¢)={pe@lp~q}
On note @ Pensemble des classes d’équivalence : Q = {{q) | g€ @}

Proposition 4.7 : Y(p,q) € Q*, Va € A* :

p~q & 6 (p,a) ~ 6 (q, @)

> Démonstration : Soient p et ¢ € Q.

Va € A%, 0%(p,a) ~ 0%(q, ) & VYa € A", Lspa) = Ls(g,0)

Va € A*, VB3 e A", (6*(6"(p,@),B) €T < 6*(6"(¢,),B) €T)
Vo, € A*, ((5*(;0, aB)eT & 0"(q,ap) € T)

Vye A*, (0*(p,v) €T & 6*(q,7) €T)

p~q

t ot

Remarque 4.8 : On définit ainsi une application § de @ x A dans @ en posant :

6((q),a)=(0(g,a))
En effet, 'énoncé ci-dessus est équivalent a : Vp € (¢ ), d(p,a) € ( d(q,a) ), autrement
dit :
p~q = d(pa)~d(ga)

ce qui est 'objet de la démonstration précédente.

Remarque 4.9 : On montre par induction structurelle que I'extension 5*ded a @ x A*
vérifie : V(q,a) € Q x A* N
§"((q),0)=(6(¢, @) )
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> Démonstration : On précise que [’extension de g, notée &* est définie par, ¥ ( q ) € @ :

((q).e)=(q)_ o
V(a,B) € Ax A%, 6°((q ),aB) =6"(6(( q),a),B)

On proceéde par induction structurelle sur A* :

. ~Base ta=¢
((q),e)=C(q)=(0"(qe)) _ _

e Induction : On suppose que Vg € Q, 0*(( q ),B) = ( 6"(¢,B) ) et on cherche a montrer
que cette égalité est vraie pour a = a.0, Ya € A

£ 5 ((8(q,a)),0)
L (6°(8(g,0),8) )
= (§(q.af))
= (0*(g.0))

Remarque 4.10 : On montre également que si t € T et t ~ q alors ¢ € T. En effet, si
t,gc Qett~gq, cad Ly = Ly, alors :

telToeceliseclysqeT

Proposition 4.11 : On pose go = ( qo ) et T ={(t) |te T} Lautomate A =
(A,Q,qo,9,T) est un AFD complet reconnaissant le méme langage que A.

> Démonstration : & étant une application de @ x A dans @, A est un AFD complet.
Soit v € A* :
a € L(A) 0" (Go,a) €T

(g0 ),0) €T
(0%(qo,) ) €T
JteT |6"(qo,) € (T)
At eT |6 (g, ) ~t
0*(qo,x) € T d’apres 4)
a€ L(A).

S A R

Remarque 4.12 : Si A est un AFD complet et monogéne (i.e. si tous ses états sont
accessibles), alors A est 'automate minimal reconnaissant le méme langage que A.
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4.4.2 Algorithme

Nous allons présenter un algorithme itératif qui permet de déterminer a partir d’un auto-
mate fini déterministe monogéne les différentes classes d’équilence sur ’ensemble des états
et ainsi définir 'automate fini déterministe équivalent a ce dernier.

Algorithme 4.13 :  Soit A = (A, Q, qo, 9, T)un automate fini déterministe monogéne.
o Initialisation
Définir ~q de la facon suivante : Vq,q' € Q, q ~o ¢ ssi

geT & ¢ eT

e Jusqu’a ce que ~; 1] = ~;
Définir ~; 1 a partir de ~; de la facon suivante : Vq,q¢' € Q, q ~i11 ¢ ssi

q~iq et Yae A, d(q,a)~; (¢, a)

Remarque 4.14 : En pratique, on représente la relation d’équivalence par un tableau
dans lequel chaque colonne représente une classe d’équivalence. A D'initialisation, le tableau
comporte deux colonnes, une pour la classe d’équivalente T et 'autre pour @ \ T'. D’une
itération & 'autre, deux éléments appartenant précédemment & deux colonnes différentes
(q »; ¢') ne peuvent pas se retrouver dans une méme colonne (q ~;1+1 ¢’) : chaque colonne
est donc scindée de nouveau par la régle : Va € A, 6(q,a) ~;. On arréte 1'algorithme dés
que deux tableaux successifs sont identiques.

Exemple 4.15 :  Soit A = (A, @, qo,9,T) 'automate fini déterministe monogéne
complet défini par :

° A:{a,b}
e Q={1,...,8}
e =0

0 définie par la table suivante :

e T'=1{2,6,8}
Le déroulement de 'algorithme de minimalisation est le suivant :
101 3 45 7
72 6 8
0 3 4
~ =157
2 6 8
0 3 4
~y=|1 57
2 6 8

Les relations d’équivalence ~; et ~9 sont égales, 'algorithme s’arréte et les trois
classes d’équivalence obtenues sont les états de 'automate minimal :
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4.5 Travaux Dirigés

4.5.1 Exercice 1

Construire des automates finis indéterministes reconnaissant les langages dénotés par les
expressions suivantes :

o ¢ =(a+0b)"

e e = (a’bh)”

o e3=(a*b+0bb*a)* + (baa)™ (ab)*

4.5.2 Exercice 2

Le mot aabba (resp. baab) appartient-il & L (e3)? Si oui, donnez un calcul réussi dont il
est I'étiquette.

4.5.3 Exercice 3

Soit A = {a, b} un alphabet et L un langage sur A dénoté par 'expression e = A*abaA*.
a) Décrire le langage dénoté par e.

b) Construire un automate fini A indéterministe reconnaissant L (précisez en quoi il est
indéterministe).

c¢) Construire un automate fini déterministe équivalent a A.

4.5.4 Exercice 4

Soit A = (A, Q, qo,9,T) un automate fini déterministe sur A = {a, b} défini par :
Q=1{0,1,...,10}, qo=0, T ={2,6,8} et 0 : Q@ x A — @ décrite par la table suivante :

[3]4[5]6[7[8[9]10]
al[1[6[8]7[5[2]8 [2]2]1]7
bll6|5/4|8|2|7|10]5]|0]2]8

a) Aprés avoir vérifié que A est déterministe, supprimer les états inaccessibles.
b) Minimaliser cet automate et dessiner le graphe sagittal de ’automate minimal obtenu.

¢) Donnez une expression rationnelle (réguliére) dénotant £(.A).
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4.5.5 Exercice 5

Le but de ce probléme est I’étude des propriétés des opérations de dérivation a gauche
m~ L. A et a droite A.m~! d’un automate fini A selon un mot m. Pour simplifier les preuves,
nous nous limiterons au cas des automates finis semi-indéterministes, c’est-a-dire les au-
tomates finis non déterministes qui ne contiennent pas de transitions instantanées (ou
e-transitions). Les résultats étudiés s’étendent au cadre des automates finis quelconques.

Définition 5.6 : Un automate fini semi-indéterministe sur un alphabet X est un
quintuplet A = (X, Q, I,~,T) composé de :

e Un ensemble fini d’états : @ ;

e Un ensemble d’états initiaux : [ C @ ;

e Un ensemble d’états terminaux : 7' C @ ;

e Une relation de transition confondue avec son graphe : v C Q x X x Q.
(i.e. un automate fini indéterministe ne comportant pas de e-transition.

Remarquons que « est le graphe d’une application de transition § : @ x X — P(Q) dont
les valeurs sont définies par

VoeQ, Vee X, §(o,e) ={d e Q| (0,e,d) € v}
La notation ~ est plus adaptée que J & la formalisation et la construction des preuves dans
le cadre des automates indéterministes.
a) Soit &€ =(X,Q,1,v,T) un automate fini semi-indéterministe tel que :

Q={A,B,C,D,E}, X ={a,b}, I={A,B}, T={D,FE}
v=A{(4,q,C),(A,b,D),(B,a,D),(B,b,B),(C,b,E),(D,a,C),(E,a,C)}

Donnez une représentation sagittale de £.

b) En quoi £ est semi-indéterministe et pas déterministe ?

¢) On note v* le prolongement de v & @ x X™ x @ défini inductivement par :
¢ VqeQ, (¢,6,9) €7
eVee X,Vme X", VoeQ, VdeQ :
((0,e.m,d) €7") & (3q € Q, ((0,¢,9) € ) A (g, m,d) €7"))

On rappelle que le langage sur X* reconnu par 'automate A est :
L(A)={me X" |Joel, IdeT,(o,m,d) € v}

Déterminez une expression rationnelle (réguliére) ou ensembliste dénotant £(E).

d) On considére désormais les opérations internes sur les automates finis déterministes
définies par :

Définition 5.7 : (Dérivées selon un mot) Soient A = (X,Q, I,~,T) un automate
fini semi-indéterministe et m € X*, les automates m 1. A (dérivation a gauche selon m)
et A-m™! (dérivation a droite selon m) sont définis par :

m A = (X,Q{¢eQ|3iel (imqer}T)
Am™' = (X,Q. Ly, {g€Q|IteT (g;m 1) €7})

Construire les automates ¢ 1., b7 .E, Ea et £ (seuls les états et les transitions
utiles, c’est-a-dire accessibles depuis les états initiaux, devront étre construits).
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Définition 5.8 : Soit A = (@, X,I,T,7) un automate fini semi-indéterministe. On
appelle état de refus tout état ¢ € @ tel qu’il n’existe pas de calcul d’origine ¢ et
d’extrémité e € T' :

B(m,e) € X* x T, (¢,m,e) € v*

(1l n’est pas utile de représenter les états de refus lorsque 'on effectue la représentation
sagittale d’un automate.)

Montrez que I'automate £.a~ " est équivalent a 'automate suivant :

b
En déduire les expressions rationnelles dénotant £(£.a™ '), L(a™1.E), LOL.E) et
LEDLT.
Soit A un automate fini semi-indéterministe. On rappelle que, par définition de ~*,
ona,Vm,ne X*, Vo,de Q@ :

(aq €Q, (o,m,q) €7 A (g, d) € 7*) & (omnd) €,

Montrez que :
e Vm e X* Vne X* neLim A < mncL(A)
e Vme X*, Vne X* neL(Am™ ) & nme L(A)
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5.2 Langages algébriques et rationnels

5.2.1 Rappels

Définition 2.1 : On appelle grammaire algébrique tout quadruplet
G=(N,T,—,X)

ol
e IV est un ensemble fini appelé ensemble des non terminaux
o T est un alphabet appelé ensemble des terminaux tel que NNT = &
e — est une relation entre N et (N UT)* appelée relation de production telle que
VYA e N :
{a e (NUT)" | A— a} est fini

e X € N est 'axiome de la grammaire

Remarque 2.2 : L’objectif d’'une grammaire algébrique est de décrire un langage. On dit
qu’une grammaire G engendre un langage et I’on note ce langage L(G).

Exemple 2.3 :  Soit G; = (N, T, —, X) avec

. N= {0, @}

.T:{a,b}

e — définie par :
O — a®
O — O
® — b®
@ — e

« X=0

L(G1) est le langage rationnel dénoté par I'expression a*bb*.

Exemple 2.4 :  Soit G2 = (N, T, —, X) avec

« N={®}
oT:{a,b}
e — définie par :
® — a@®b
o =)

« X =@
L(G2) est le langage {a™b" | n > 0}.

5.2.2 Les grammaires algébriques vues comme des automates

On rappelle la définition d’'un automate fini, dont le but est également de décrire un
langage :

Définition 2.5 : On appelle automate fini (AF) tout quintuplet
A=(A4Q,1,E,T)

ol
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A est un alphabet

Q) est un ensemble fini, I’ensemble des états

I C Q est 'ensemble des états initiaux

T C @ est 'ensemble des états finaux (terminaux)

e E est une relation de @ x AU {e} dans @ appelée relation transition

On s’apercoit que le fonctionnement d’une grammaire algébrique est « similaire » a celui
d’un automate.

Exemple 2.6 :  On reprend la grammaire G; = (N, T, —, X) :
o N = {@7 @}

o T = {a, b}

e — définie par :

a®

b®

b@

e

Ll

CICICIC)

e X =0
et on cherche & savoir si le mot abbb appartient a £(G1) :

e on part de I'axiome (1)

e on utilise la premiére régle de production : on lit le caractére a et 'on est renvoyé
au non-terminal (1), i.e on s’autorise & utiliser une régle de production dont le
membre gauche est @).

¢ on utilise la seconde régle de production : on lit le caractére b et ’on est renvoyé
au non-terminal (2)

e on utilise la troisiéme régle de production : on lit le caractére b et ’on est renvoyé
au non-terminal (2)

e on utilise de nouveau la troisiéme régle de production : on lit le caractére b et
I’on est renvoyé au non-terminal (2)

e on utilise la quatriéme régle de production : on lit le caractére vide et on s’arréte.

Le fonctionnement de la grammaire semble similaire & celui d’'un automate fini! En effet,
on peut faire ’analogie suivante :

Automate Grammaire
ensemble des états ) «—— ensemble des non-terminaux N
alphabet A — ensemble des terminaux T
relation transition — relation de production
états initiaux [ — axiome X
états finaux F' +—— non-terminaux produisant un mot de T*

Remarque 2.7 : On s’apercoit qu'un calcul réussi dans un automate correspond & une
dérivation pour une grammaire. En effet,

X =0 — a@ — ab® — abb® — abbb(2) — abbbe = abbb
Cette dérivation peut étre vue comme un calcul réussi d’étiquette abbb.

Remarque 2.8 : Continuons notre comparaison avec les automates finis. On rappelle
qu’un automate fini est indéterministe dés lors que pour un méme mot «, on peut trouver
plusieurs calculs réussis différents d’étiquette a et qu’une grammaire est dite ambigiie dés
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que pour un mot « on peut trouver plusieurs dérivations générant . On a donc correspon-
dance entre I'indéterminisme des automates et ambigiiité des grammaires.

Remarque 2.9 : Pour cette partie nous avons utilisé une notation peu standard pour
les non-terminaux afin de mettre en évidence la correspondance entre ces derniers et les
états d’'un automate. A partir de maintenant, nous représenterons les non-terminaux par
des majuscules et nous regrouperons les régles

A — «
A — 0

A~ alp

en

5.2.3 Transformations de grammaires

De la méme facon que nous avions défini les états inaccessibles et les états puits sur les
automates, nous allons définir les non-terminaux inaccessibles et improductifs.

5.2.3.1 Non-terminaux improductifs

On rappelle que dans un automate, on appelle état puits (ou état de refus) tout état
qui ne peut pas étre l'origine d’un calcul menant & un état final, autrement dit un état
qui ne permet plus d’« accéder » & un état final. En ce souvenant que nous avons défini
une correspondance entre les états finaux et non-terminaux produisant un mot de 7", on
obtient la définition suivante :

Définition 2.10 : Soit G = (N, T, —, X) une grammaire. Un non-terminal A € N est
dit improductif §’il n’existe pas de mot o € T™ tel que

*
A— «

Dans le cas contraire, A est dit productif.

Exemple 2.11 : Soit G = (N ={A,B,C},T = {a,b}, —, A) avec — définie par :

A — bB | aC
B — b
C — aC

On s’apercoit que C est improductif. En effet, le seul non-terminal « final » est B
et une fois que 'on a le non-terminal C, il est impossible d’« accéder » & B.

Remarque 2.12 : On cherche donc un algorithme permettant de supprimer tous les

éléments improductifs de la grammaire. On procéde comme suit :

e on calcule les non-terminaux productifs

e on en déduit (par complémentaire) les non-terminaux improductifs

e on supprime toutes les régles de production contenant un non-terminal improductif en
partie gauche ou droite
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Algorithme 1 Calcul des non-terminaux productifs

Entrée : Grammaire algébrique : G = (N, T, —, X)
Sortie : Ensemble des non-terminaux de G productifs : Prod
Initialisation : Prod «— @
pour tout A — « ot « € T faire
Prod «— Prod U{A}
fin pour
tantque New # @ faire
New «— &
pour tout A — « tel que A ¢ Prod faire
sia € (T'U Prod)* alors
New «— New U {A}
fin si
fin pour
Prod «— ProdU New
fin tantque

La recherche des non-terminaux productifs se fait par I'algorithme suivant :

Exemple 2.13 :  En reprenant la grammaire de ’exemple précédent, on a :

e Initialisation : Prod <« {B} car B —bet be T"

Itération 1 : Prod « Prod U{A} car A—bBetbeT* B € Prod

Itération 2 : Prod <« Prod U @

e fin

Donc Prod = {A, B} donc le non-terminal C' est improductif. On peut donc réduire
la relation de production de G & I’ensemble suivant :

A — bB
B — b

5.2.3.2 Non-terminaux inaccessibles

Définition 2.14 : Soit G = (N, T, —, X ) une grammaire. Un non-terminal A € N est
dit inaccessible s’il n’existe pas a, 3 € (N UT)" tel que

XLaAﬂ

Sinon, A est dit accessible.

Remarque 2.15 : Comme pour les éléments improductifs, on cherche donc un algorithme

permettant de supprimer tous les éléments inaccessibles de la grammaire. On proceéde

comme suit :

¢ on calcule les non-terminaux accessibles

e on en déduit (par complémentaire) les non-terminaux inaccessibles

e on supprime toutes les régles de production contenant un non-terminal inaccessible en
partie gauche ou droite
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Algorithme 2 Calcul des non-terminaux accessibles

Entrée : Grammaire algébrique : G = (N, T, —, X)
Sortie : Ensemble des non-terminaux de G accessibles : Acc
Initialisation : Acc — {X}
tantque New # @ faire
New «— @
pour tout A — a3 Byas ... a, By api tel que A € Acc et a; € T*, B; € N faire
pour tout B; ¢ Acc faire
New «— New U B;
fin pour
fin pour
Acc «— AccU New
fin tantque

La recherche des non-terminaux accessibles se fait par I'algorithme suivant :

Exemple 2.16 : Soit G = (N ={X,Y,A,B,C,D},T = {a,b,c,d},—, X) avec
— définie par :

( Y

YD | Ya | b
B

Bd | d

c

DC J

TQme <

Lerr el

On a :

e Initialisation : Acc — {X}

e Itération 1: Acc — {Y'}

o Itération 2 : Acc — {D}

Itération 3 : Acc — {C}

Itération 4 : Acc «+— @

e fin

On peut donc supprimer les non-terminaux A et B ainsi que toutes les régles les

contenant.

Définition 2.17 : Une grammaire est dite réduite si tous ses non-terminaux sont
productifs et accessibles.

Remarque 2.18 : Réduire une grammaire consiste a supprimer d’abord les non-terminaux
improductifs puis les non-terminaux inaccessibles.

5.2.4 Positionnement du probléme

On vient d’amorcer la comparaison entre les automates finis et les grammaires algébriques.
On se pose donc la question suivante : les grammaires algébriques sont-elles équivalentes
aux automates finis? Autrement dit, les grammaires algébriques décrivent-elles la méme
classe de langages que les automates finis : les langages rationnels (réguliers)? Si l'on
qualifie d’algébriques les langages engendrés par les grammaires algébriques, la question se
formule de la fagon suivante :
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algébrique 2 rationnel

Pour répondre a cette question, il faut se donner un outil pour vérifier qu'un langage est
ou n’est pas rationnel.

5.3 Lemme de 1’étoile

5.3.1 Observations

On rappelle la définition de I’ensemble des langages rationnels :

Définition 3.1 : Soient P(A*) 'ensemble des langages sur un alphabet quelconque A.
L’ensemble des langages rationnels (réguliers) Rat(A*) est le plus petit sous-ensemble
de P(A*) vérifiant :

i) base : tous les langages finis appartient a Rat(A*)

i1) induction : si L, Ly et Lo appartiennent & Rat(A*), alors L1 U Lo, Ly.Ly et L*
appartiennent & Rat(A™)

oul les symboles « U », «.» et « * » représentent respectivement les opérations union,
produit et itéré.

On rappelle également le résultat fondamental suivant, appelé théoréme de Kleene :

Théoréme 3.2 : Un langage est rationnel si et seulement si il est reconnu par un
automate fini.

Remarque 3.3 : Les résultats que nous allons établir se fondent sur les quelques obser-

vations suivantes :

e Tous les langages finis (comportant un nombre fini de mots) sont rationnels.

e Un langage non rationnel comporte donc nécessairement un nombre infini de mots.

e Pour tout langage comportant un nombre infini de mots, il n’existe pas de borne a la
taille des mots du langage®.

¢ Tout langage rationnel est reconnu par un automate déterministe comportant un nombre
fini d’état.

e Sil’on considére un langage rationnel infini et un automate fini & n états reconnaissant
ce langage, pour tout mot « appartenant au langage de longueur supérieure a n, le calcul
réussi d’étiquette o passe nécessairement au moins deux fois par le méme état (lemme
des tiroirs). Autrement dit, si on appelle s cet état, ¢ I’état initial de 'automate et f
Pétat final qui est U'extrémité du calcul, il existe x, 3,y € A*, B # ¢ tel que a = zfy et

.z B y
i—s—s—f

¢ En conséquence, tous les mots de la forme 3"y sont aussi accepté par 'automate et
donc appartiennent au langage.

"En effet, soit n un entier naturel. Il existe

= i card(A)"T —1
; card(4)" = card(A) — 1

mots de longueur infénieure ou égale & n. Donc on ne peut pas construire de langage infini si I’on borne la
taille des mots.
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5.3.2 Enonceé

Le théoréme suivant, parfois considéré comme un lemme, est appelé lemme de 1’étoile,
théoréme du gonflement, lemme d’itération, lemme du facteur itérant ou encore lemme du
pompage (pumping theorem).

Théoréme 3.4 : Soient L un langage rationnel infini et un AFD comportant n états
reconnaissant L. Yw € L de longueur |w| >n :

dx, B, y avec B # e et |xf| < n tels que w=zfy et Vn € N, 28"y € L

Remarque 3.5 : Pour démontrer ce théoréme, il suffit de suivre la suite d’observations
de la section précédente.

Remarque 3.6 : Ce théoréme ne nous permet pas d’affirmer qu'un langage est rationnel,
mais il nous permet d’assurer qu’un langage ne ’est pas!

5.3.3 Exemple et résultat

Exemple 3.7 :  On considére le langage L = {a"b" | n > 0} dont on sait qu’il est
algébrique puisqu’il est engendré par la grammaire algébrique G = (N = {X},T =
{a,b},—, X) avec — définie par :

{A = adb | e}

Supposons que L soit rationnel et appelons m le nombre d’états d’'un AFD qui
reconnait m. Le mot a = a""b™ appartient & L et est de longeur supérieure & m. On
doit donc pouvoir exprimer « comme la concaténation de trois mots x, § et y avec

B#e, |xf] <mtels que Vk € N
zpfy el

Puisque |z 5| < m, x et 3 sont nécessairement composés uniquement de a (puisque
les m premiéres lettres de v sont des a). Le lemme de 1’étoile nous assure par exemple
que z %y € L. Or, en itérant le facteur 3, on obtient plus de a que de b, donc le mot
n’appartient plus a L. Par conséquent, L ne peut pas étre un langage rationnel.

Remarque 3.8 : Nous venons de trouver un langage algébrique qui n’est pas rationnel.
On a donc :

algébrique # rationnel
Mais peut-on déterminer une relation plus précise entre ’ensemble des langages rationnels
et 'ensemble des langages algébriques ?
5.4 Grammaires linéaires

5.4.1 Définition
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Définition 4.1 : Soit G = (N, T, —, X) une grammaire algébrique. On dit que G est
une grammaire linéaire si toutes ses régles sont de la forme :

A—aB ou A—«

ou A, Be NetaecT".

Remarque 4.2 : Nous allons montrer que tout langage rationnel peut étre engendré
par une grammaire linéaire puis, réciproquement, que les grammaires linéaires engendre
des langages rationnels. Pour ce faire, puisqu'un langage est rationnel ssi il est reconnu
par un automate fini (déterministe ou indéterministe), nous allons montrer que 'on peut
associer & tout AFD une grammaire linéaire et qu’a toute grammaire linéaire on peut faire
correspondre un AF.

5.4.2 Des AFD aux grammaires linéaires

On considére dans toute cette section un langage rationnel L et A = (Q, A, 6, qo, F') un
automate fini déterministe reconnaissant L. On rappelle la définition d’un langage associé
a un état :

Définition 4.3 : Pour tout état p € ), on défini le langage associé a p par :
p—{aeA*|E|q€F5p, —q}

i.e I’ensemble des mots qui permettent d’atteindre un état final & partir de p.

Remarque 4.4 : Dans une précédente partie il a été présenté une technique de mise sous
forme de systéme d’équations d’un automate fini déterministe. Pour cela, on a défini, pour
tout couple (p,q) € Q* :

pq—{O‘GAMp’ —‘J}
qui représente tout simplement ’ensemble des lettres qui étiquettent les transitions allant
de p & ¢. On a alors vu que Vp € @ :

Ly=> EpgLy sip¢ F
q€eQ

Ly=) EpgLg+ec sipeF
q€Q

Une grammaire linéaire G = (N, T, —, X) engendrant L est ainsi définie par :

e N =@ (les non-terminaux de la grammaire sont les états de 'automate)

e T'= A (I'ensemble des terminaux de la grammaire est I’alphabet de ’automate)

e X = qo (I'axiome est I’état initial)

¢ l'ensemble des régles de production correspond exactement au systéme d’équation pré-
cédemment défini (il suffit de remplacer les symboles « somme » par des symboles « al-
ternative », les deux symboles représentant tous les deux le « ou >>)2 :

{@—W@ V(p,w,Q)€5}
(® —e VpeF

*Comme § est une fonction, on note indifférement (p,w, q) € & et d(p,w) = q.
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Exemple 4.5 :  Soit A = (Q, A, 6, qo, F') un automate fini déterministe représenté
par le graphe suivant :

a

b
) = (4
O .l OO

Le systéme d’équation s’écrit simplement :

Lo=a.Lo+blq+c¢
Li=b.Lo+ a.ls
Lo=a.L1+b.Lo

Et la grammaire linéaire correspondante est G = (N, T, —, X ) ou :

« N={© O, O}

oT:{a,b}

.X:©

e — définie par
© a@ | bO | ¢
O — bO | a®
®@ — a@® | 0@

5.4.3 Des grammaires linéaires aux AF

Nous allons désormais montrer qu’il est possible de construire un automate fini & partir
d’une grammaire linéaire reconnaissant le méme langage. On considére alors une grammaire
linéaire G = (N, T, —, X) et on définit 'automate fini A = (Q, A, E, I, F') équivalent par® :
e Q@ =NU{f} (les états de A sont les non-terminaux de G plus un nouvel état que 'on

nomme f)
e A=T
o I ={X}

e FF'={f} (A ne comportera quun seul état final)
o (A,w,B) pour tout A — wB
* P71 4w, f)  pourtout A — w

5.5 Conclusion et remarques

Remarque 5.1 : On a montré dans un premier temps qu’il existe des langages algébriques
non réguliers puis que tous les langages réguliers pouvaient étre engendrés par des gram-
maires particuliéres. On en conlu donc que l’ensemble des langages rationnels est inclus
strictement dans I’ensemble des langages algébriques. Autrement dit, si 'on note Alg(A™)
I’ensemble des langages algébriques sur un alphabet A :

Rat(A*) C Alg(A¥)

0n note indifféremment (A,w,B) € E et A =~ B
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On se pose donc la question suivante :

Question : Puisque 'ensemble des langages rationnels est inclus dans ’ensemble des lan-
gages algébriques et que les automates finis définissent exactement les langages rationnels,
que manque-t-il & ces derniers pour qu’ils puissent reconnaitre tous les langages algé-
briques ? Peut-on trouver une extension des automates finis pour qu’ils soient équivalents
aux grammaires algébriques ?

Réponse : Oui! Il faut et il suffit de leur ajouter une pile! Ce type d’automate sera
présenté en TD.

Remarque 5.2 : On a donc le schéma suivant :

/ Langages algébriques \

Langages rationnels

Automates a pile
Grammaires Algébriques

Expressions rationnelles
Automates finis
kGrammaires linéaires /

Remarque 5.3 : A noter qu’il existe des langages plus généraux que les langages algé-
briques :

rationnels C algébriques C contextuels C arbitraires

5.6 Travaux Dirigés

5.6.1 Exercice 1

Dans cet exercice, on notera A un alphabet quelconque, A* I’ensemble des mots sur A (i.e.
le plus grand langage sur A au sens de U'inclusion) et P(A*) 'ensemble des langages sur A.

Définition 6.1 : Soit ¢ une opération d’arité n. On rappelle qu'un ensemble E est
fermé (stable) par ¢ ssi :

Ly, Ly, ..., Lo e E = ¢(L1,L2,...,Ln)EE

On sait que, par définition, 'ensemble des langages rationnels Rat(A*) est stable par
concaténation, union et itéré. On cherche alors d’autres propriétés de fermeture de Rat(A*).
Pour cela, on s’appuiera sur le résultat suivant (théoréme de Kleene) :

Théoréme 6.2 : Un langage est rationnel ssi il est reconnaissable par un automate
fini.

On en déduit que l'ensemble Rat(A*) est stable pour 'opération ¢ ssi :
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Ly, Lo, ..., L, sont reconnaissables par des automates finis A, As, ..., A,
=
(L1, Lo, ..., Ly) est reconnaissable par un automate fini A,
Il suffit alors de construire Ay & partir de Ay, As, ..., A,.

a)

b)

c)

Montrer que Rat(A*) est fermé par complémentaire. En déduire (en utilisant les lois
de De Morgan) que Rat(A™) est fermé par intersection.

Montrer que Rat(A") est stable par I'opération miroir. On peut montrer de la méme
fagon que Rat(A™) est fermé par préfixe, suffixe, facteur, quotient gauche et quotient
droit.

On cherche désormais a déterminer les propriétés de fermeture de I’ensemble des
langages algébriques. On s’appuiera sur la propriété suivante :

Théoréme 6.3 : Un langage est algébrique ssi il est engendré par une grammaire
algébrique.

Pour montrer que Alg(A*) est stable pour une opération ¢, il suffit alors de considérer

n grammaires algébriques G1, Ga, ..., G, engendrant respectivement L1, Lo, ..., Ly
et de construire une grammaire algébrique engendrant ¢(Lq, Lo, ..., L,) a partir de
G1, Ga, ..., Gy.

Montrer que Alg(A™*) est fermé par union, concaténation et itération.
(Alg(A*) n’est pas fermé par intersection ni par complémentaire. En revanche, Alg(A™)
est fermé par intersection avec un langage rationnel.)

5.6.2 Exercice 2

On note nbOcc : A* x A — N l’application qui & un mot « et une lettre a associe le nombre
d’occurences de a dans a.

a)

Soit L1 = {a € A" | nbOcc(a,a) = nbOcc(c,b)}. Donner une grammaire algébrique
G engendrant L et démontrer par induction structurelle que £(G1) = L.

Soit la grammaire linéaire Go = ({A, B}, {a,b}, { g : Z; || 5 } ,A). Donner

un automate équivalent & (i.e. reconnaissant le langage engendré par) Gs.
Déterminiser I’automate obtenu a la question précédente.
Déterminer une expression rationnelle dénotant Lo = L(G2).

Montrer, en utilisant le lemme de 1'étoile, que le langage L3 = {a"b" | n € N} n’est
pas rationnel.

Trouver le langage L = L; N Ly. En déduire que L; n’est pas rationnel.

5.6.3 Exercice 3

Définition 6.4 : On appelle automate a pile tout 6-uplet A = (4, Q, qo, R, F, P) ou

A est 'alphabet d’entrée

() est un ensemble fini, I’ensemble des états

qo € @ est I’état initial

F C Q est 'ensemble des états finaux (terminaux)

I' est ’alphabet de la pile

RC@Qx(PUe)x (AUeg) x @ x (PUe) est une relation, appellée relation de

transition
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Une transition ¢ € R est donc un quintuplet (g1, 71, a, g2,7y2) o

q1,q2 € @ sont respectivement 'origine et 'extrémité de la transition

a est 'étiquette de la transition

e 71 € P est le symbole & dépiler

e v2 € P est le symbole a empiler

On peut représenter ¢ de la facon suivante : (g1,71) — (g2,72) ou de facon graphique :

@ a (m,72) @

Définition 6.5 : Soit A = (A, Q, qo, R, F, P) un automate a pile et & € A*. On dit que
« est reconnu par A ssi, la pile étant vide avant la lecture de «, il existe une suite non
vide de transitions dont l'origine est qg, d’étiquette @ aboutissant soit & un état final,
soit & la pile vide.

Construire un automate & pile reconnaissant le langage
o Ly ={ae A" | nbOcc(a,a) =nbOcc(c,b)}
e Ly ={a"b" | ne N}
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Chapitre 6

Examens

6.1 Enoncé 2007-2008

Ecole Supérieure d’Informatique et Applications de Lorraine — 1ére année

Rédacteurs : Francis Alexandre, Tony Bourdier, Joseph Rouyer
Date : Mercredi 5 décembre 2007
Durée : 2 heures

Examen — Mathématiques Discrétes 1

Calculatrices, machines électroniques et ordinateurs portables non autorisés.
Remarques : La clareté de la rédaction est un élément important de 1’évaluation. Le ba-
réme est donné a titre indicatif. Cet énoncé est composé de plusieurs parties indépendantes.
Il n’est pas demandé de traiter les parties dans ’ordre dans lequel elles sont présentées.

1. Algébre de Boole /* 6.5 points */
On rappelle que la fonction appelée « xor » et notée @ est définie par :
®: B - B
(x,y) — xY+Tuy
(a) (1 point) Montrer que pour tout (x1,x,...,2,) € B" :

1®z1®xe®... 0z, =1 <& card({i| z; =1}) est pair

(b) (0.25 point) En déduire le support de la fonction f : (z,y,2) — 1@z dydz € F3
puis celui de la fonction fo: (x,y,2,t) — 1z Dy Dz € Fy.

(¢) (0.5 point) Soit f3 € F,, une fonction autoduale. Si = € S,(f3), que dire de T ? (le
Justifier)

(d) (2 points) Trouver la fonction f la plus simple répondant a ces conditions :

Z) f(:l?y, t) = (x+y+z+t)(:n+y—|—2—|—t)
it) x(yz+7yzt) = f(z,y,zt)

iti) fla,y,2t) = (z=(y+2))

w) (Zyz+zt(zey)) = flz,y2t)
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(e) (0.25 point) Rappeler la définition d’une partie génératrice.
(f) (0.5 point) Donner les 5 propriétés stables par composition. Quelle est leur utilité ?

(9) (1.5 points) Démontrer que {f,0,+} est une partie génératrice (on pourra mettre a
profit les réponses aux questions précédentes en observant de prés le support de f).

(h) (0.5 point) {f,0,+} est-elle une partie génératrice minimale ? (le justifier)

2. Théorie des langages et des automates /* 14 points */
2.1. Composition d’AFD complets /* 9.5 points */

Définition (Automate fini déterministe complet) On rappelle qu'un automate fini
déterministe A = (@, A, 9,4, T) est complet si et seulement la fonction ¢ est une application
(i.e. siV(p,a) € Q x A, 3¢ € Q | d(p,a) = q).

(a) (0.5 point) Construire un automate fini indéterministe sur l'alphabet A = {a,b,c}
reconnaissant le langage dénoté par Iexpression (ac)*a

(b) (1 point) Transformer 'automate obtenu en automate fini déterministe complet que
I'on nommera & = (Q1, 4, 1,1, T1).

(¢) (0.25 point) Soit automate fini & = (Q2 ={0,1,2}, A = {a,b,c},02,0,75 = {1}) ou
09 est donné par le graphe sagittal suivant :

Expliquer en quoi & est déterministe.
(d) (0.5 point) Donner une expression rationnelle dénotant £(E2) (il n'est pas nécessaire-

ment utile, sur cet exemple, d’utiliser un quelconque algorithme).

(e) (1.5 points) On définit désormais la loi de composition interne + sur les automates
finis déterministes complets :
Définition (Composition d’automates finis déterministes complets) Soient
A = (Q1,4,61,i1,Th) et Ay = (Q2, A, d2,12,T>) deux automates finis déterministes
complets. L’automate A4 = A; + As est défini par :

A= (Q1 % Q2,4,012,(i1,92),T1 X Q2 U Q1 x T3)

ou
di2: (QixQ2)xA — Q1 xQ2
((p,q),a) — (', d) sidi(p,a) =p et da(q,a) =¢

Construire Uautomate £119 = & + & (il est recommandé de construire la table de
I’application transition avant d’établir un graphe sagittal).

(f) (1.5 points) Montrer que €142 est minimal.

(9) (1.5 points) Donner une expression rationnelle dénotant £(&142).
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(h) (0.5 point) Montrer que si A; et Ay sont des automates finis déterministes complets,
alors A; + As est un automate fini déterministe complet.

(i) (1.25 point) Montrer (par récurrence sur la longueur du mot ou par induction structu-
relle) que le prolongement de I’application 0, o vérifie : V((p, q), o) € (Q1 x Q2) x A™,

012((p @) 0) = (W) < 0i(p,) =p et 05(q,0) =¢
(j) (1 point) Soient A; et Az deux automates finis déterministes complets. Montrer que :
me LA +Ay) & meL(A) oume L(Ay)

En déduire une relation entre les langages reconnus par les automates Ay, Ao et Ay +

As.

2.2. Grammaires algébriques /* 4.5 points */

(a) (0.5 point) Soit la grammaire Gy = (N = {X},T = {a,b,c}, —, X) ou la relation —
est définie par :
X —aXa | aXb | bXa | bXb | ¢
Montrer que le mot aabcbbb est engendré par G.

(b) (1.5 points) Démontrer par induction structurelle que
L(G1) c{acp | a,B€{a,b} et || =[5}

ou | m| désigne la longueur du mot m.
(¢) (1 point) On suppose que L(G1) = {acf | «o,0 € {a,b}" et |a| = ||}, démontrer
que L£(G1) n’est pas rationnel (vous pourrez utiliser la méthode de votre choiz).

(d) (1.5 points) Ecrire une grammaire algébrique Gg, non ambigiie, qui engendre toutes
les expressions arithmétiques sur les variables x,y, z,t en notation infixées respectant
les priorités usuelles des opérateurs

— (unaire) > *,/ > +,—
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6.2 Corrigé 2007-2008

Ecole Supérieure d’Informatique et Applications de Lorraine — 1ére année

Rédacteur : Tony Bourdier
Date : Mercredi 5 décembre 2007
Durée : 2 heures

Correction — Mathématiques Discrétes 1

Calculatrices, machines électroniques et ordinateurs portables non autorisés.
Remarques : La clareté de la rédaction est un élément important de ’évaluation. Le ba-
réme est donné 4 titre indicatif. Cet énoncé est composé de plusieurs parties indépendantes.
Il n’est pas demandé de traiter les parties dans I’ordre dans lequel elles sont présentées.

1. Algébre de Boole /* 6.5 points */

(a) (6 minutes) On montre le résultat par récurrence sur n :
-n=0:
1=1 & card(@) =0 pair
Le résultat est donc vrai au rang 0.
— On suppose la propriété vraie au rang n, i.e.

n
1@:&:1 < card({i <n | z; =1} pair

i=1
On a:
n
. 1P wi=0ct xpp1=1 (i)
1@xi@xn+1:1 & il
i=1 1@ zi=1et xn =0 (i)
i=1
HR { card({i <n | x; =1} impair et x,41 =1 (7)
card({i <n | x =1} pair et x,41 =0 (i)

(
N card{i <n-+1 | z; =1} pair (i)
card{i <n—+1 | z; =1} pair (i)

Donc la propriété se transmet du rang n au rang n + 1.
On a donc, pour tout n € N :
&1 ®r2®... 0z, =1 & card({i|z; =1}) est pair
(b) (1 minute) On en déduit que :
S3(f1) = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1), (1,1,0)}
et

S4(f2) = {(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,1,1),(1,0,1,0), (1,0,1,1),(1,1,0,0),(1,1,0,1)}
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(¢) (1 minute) Soit f3 € T, telle que f3 = fs.

r€Sn(fs) & filx)=1
& f3@)=1
& fi(@) =1
& f3()=0
& T ¢ Su(f3)

(d) (8 minutes) On a :

i) (x+y+z+t)(z+y+z+t)=Tyzt+TYyzt = f(2,y,2,1)
i) x(yz+yzt)=ayz+ ayzt = f(z,y,2,t)
i) (2= (y+z2))=(T+y+z)=ayz = f(z,y,21)
w) (Tyz+zt(zey))=2yz+ztay+2i2y = f(z,y,21)

On obtient le tableau de Karnaugh suivant :

r T

| S o~ R

QYRR
| O‘Or—t»—\
N = ¥ %‘O
NO‘* * —|8
N\H*O‘O&\

On note fin la fonction obtenue lorsque * = 0 et fi,q, lorsque x = 1.
M(fmm/fmaa:) = {a;y?, y@z,fyz,fgé}.
C(fmzn/fmaw) = M(fmzn/fma:v)
Donc f: (z,y,2,t) — 2yz + 2yz + Tyz +TY 2
On s’apergoit que f est la fonction appelée fo a la question (b).
(e) (0,5 minute) E C F,, génératrice < comp(E) = F,.
(f) (3 minutes) Soit f € F :

Pi(f) < f(0,...,0)=0

P(f) & f(1,...,1)=1

P(f) & f=f

Py(f) & Vr,yeB", z>y= f(z) > f(y)
Ps(f) & fe€comp({0,1,8})

E génératrice < Vi € [1,5], 3f € E | =Pi(f).
(9) (9 minutes) On a vu que f: (z,y,2,t) — 1D xSy ® z donc :
_'Pl(f) car (01 Oa 07 0) € S4(f>
—Po(f) car  (1,1,1,1) ¢ Su(f)
Ps(f) car Vo € B, x € Sy(f) & T ¢ Si(f) donc (question (c)) f* = f
—Py(f) car f(0,0,0,0)=1> f(1,1,1,1) =0
Ps(f) car f:(z,y,2,t)—1®x@y® 2 € comp({0,1,D})

Ainsi :

10|+
—|P1 *
=Py | % | %
P x| ok
—|P4 *
—\P5 *
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Donc {f,0,+} est génératrice.
(h) (1 minute) {f,0,4} n’est pas minimale puisque {f, +} est génératrice.

2. Théorie des langages et des automates /* 14 points */
2.1. Composition d’AFD complets /* 9.5 points */

(a) (2 minutes)

(b) (4 minutes) Déterminisation :

a b c
(initial){0,2} | {1,3} | = | —
(flnal){lv?)} — B {072}
En renommant :
al|b|c
(initial)A | B | — | —
(fina)B | — | — | A

Minimalisation : ~¢: F' = {B} et Q \ F' = {A}
1=~

Donc 'automate était déja minimal. On le rend complet en ajoutant un état puit :

a,b,c

(¢) (1 minute)
— & posséde un unique état initial
— &5 ne posséde aucune e-transition
~ V(p,a,q1,q2) € Q2 X A X Qa2 x Q2 : (d2(p,a) = q1 et b2(p,a) = @2) = (q1 = q2)

(d) (1 minute) L(E2) = ab”
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(e) (6 minutes) L'application 612 de & 2 est donnée par la table suivante

a b c
0,4) | (1,B) | (2,€) | (2,0)
(1,B) | (2,0) | (1,C) | (2,4)
(1,€) | (2,0) | (1,C) | (2,0)
2.4) [2.B) | (2.0)] (2,0)
2.B)[2.0) 2,024
(2,0) ] (2,0) | (2,€) | (2,0)
ou l'unique état initial est (0, A) et les états finaux sont (1, B), (1,C) et (2, B).

(6 minutes)
~0
0,4) | (1,B)
(2,A) | (1,0)
(2,0) | (2,B)
Puis
0.4)| (LB)| (1.O)| 2.C) | 2.B) |
(2,4)
Enfin

1 (0,4) | (2,4) | (1,B) | (1,C) | (2,C) | (2,B) |

Donc &7 2 est minimal.

(2 minutes) Il ne faut pas inclure L3¢y dans les équations puisque (2,C) est un état
puit et par conséquent : L3 oy = @! On a donc :

Lo,y = alap

L(l,B) = bL(l C) + CL(Q A) +e

L(l,C) = bL(1 ) +e

L4y = algp

L(ZB) = CL(Q’A) +e

Ce qui donne : £(&12) = L 4y = ab” + a(ca)”
(8 minutes) 07 5 est défini par :

612((p,a),e) = (p,q)
5?,2((]37(])7&0‘) = 5;,2(61,2((2?’(])70’)70‘)

Raisonnons par récurrence sur la longueur du mot :

- n=0:V(p,q) € Q1 xQ2, 12((p,9),¢) = (p,q) = (01(p, ), 02(q;¢))
— Soit « tel que |a| =n. V(p,q,a) € Q1 x Q2 X A :
012((p, ), a.c) = 615(012((p,9), @), )
= (par définition de 612) 67 5((d1(p,a),d2(q,a)), )
= (H.R.car || =n) (61(d1(p,a), ), 03(02(q; a), )
= (01(p,a.a),03(q, a.c0))
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(1) (2 minutes) Soit m € A* :

m e L(A1 + Ag) & 075((i1,42),m) € T1 x Q2U Q1 x Tp
61 2((i1,32),m) € T1 x Q2
ou 67 »((i1,42),m) € Q1 x 1>
& 0i(i,m) ey
ou 05 (ig,m) € Ty
& me L(A]) oum € L(A2)

¢

Donc L£(A1 + A2) = L(A1) U L(A2)

2.2. Grammaires algébriques /* 4.5 points */

(a) (2 minutes) Il existe un arbre syntaxique engendrant aabcbbb donc aabebbb € L(G1) :

(b) (5 minutes) Démonstration par induction structurelle :
— Base : ¢ = ece = acf avec a, f € {a,b} et |a| =0=|F]
— Induction : Soit v € L(G1). v s’écrit donc (hypothése d’induction) sous la forme
acf avec a, B € {a, b} et |a| = 5] =n.
aya=(HI)aacBa=dadcfB avecd,f € {a,b} et | |=n+1=|F]
idem pour avb, bya, byb.
Donc tout mot v de £(G1) s’écrit ave f avec o, B € {a,b}" et |a| =|3].
(¢) (4 minutes) Supposons que L£(G1) soit rationnel. Il est donc reconnu par un AFD an
états. On sait que a” ¢b™ € L(G1). Le lemme de I’étoile nous assure que :

3x,y, 2 tels que |zy | < n, a®cb® = zyz et Vk € N, 2z € L(G1)

Comme |zy | < n, z et y ne sont composés que de a. Donc Yk > 1, 2y*z s'écrit a? ¢b?
avec p > ¢ donc n’appartient pas & £(G1) donc £(G1) ne peut pas étre rationnel.
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(d) (4 minutes) Gy = (N ={X,Y,Z,V},T = {x,y,2,t,—,*,/,+,(,)},—, X) ou — est
définie par :

X+Y | X-Y | Y

Y«Z | Y)Z | Z

V|V

z |yl z]t](X)

S

Ll
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