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1 Définitions
1.1 Syntaxe du calcul des propositions

Définition 1.1 : Soit P un ensemble quelconque dont les éléments sont appelés va-
riables propositionnelles. L’ensemble des formules du calcul des propositions sur
P est le plus petit ensemble noté Prop(P) tel que :

i) Base : V, F ainsi que toute variable propositionnelle est une formule, i.e. P U
{V,F} C Prop(P).

1) Induction : si f et g sont deux formules, alors =f, fV g, fAg, f= g sont des
formules.

Remarque 1.2 : Pour bien mettre en évidence (et éviter les ambiguités) les étapes
inductives utilisées pour la construction d’une formule, on s’autorise 1'utilisation de paren-
theses.

Remarque 1.3 : Comme pour tout ensemble défini inductivement, on associe & chaque
élément de Prop(P) un arbre de construction.

Exemple 1.4 : Soient P = {z,y, 2} et @« = (rV—y) = z une formule de Prop(P).
L’arbre associé a « est le suivant :
=
N
V z
P
€T -
|
Yy
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1.2 Sémantique 2

1.2 Sémantique

Définition 1.5 : On appelle valuation toute application § : P — {0,1}. Une telle
application associe & chaque variable propositionnelle une valeur de vérité.

On considére désormais 4 opérations que I'on a déja découvertes dans le cadre de ’algébre
booléenne :

nong : {0,1} — {0,1} xg: {0,1}> — {0,1}
. lsiz=0 (2,y) lsiz=1lety=1
v Osiz=1 &Y 0 sinon
+g: {0,1}2 — {0,1} =g {0,1}> — {0,1}
lsiz=1ouy=1 lsiz=0ouy=1
(@y) — { 0 sinon (@) — { 0 sinon

Définition 1.6 : On prolonge ¢ en une application [ . |; de Prop(P) dans {0,1} de la
fagon suivante :

i) Base: [V];=1, [Fls=0etVaec P, [a];=0(x)
[-fl; = nong[fls

i7) Induction : Vf, g € Prop(P), H X g%i H]]t ii E%z

If = g]](; = [[f]](s =B [[9]]5

Définition 1.7 : Soit o € Prop(P) une formule du calcul des propositions
(1) ondit que 6 : P — {0,1} est un modele de a ssi [af; =1

(2) on dit que «a est une tautologie ssi toute valuation est un modéle de « :
Vo: P —{0,1}, [a]; =1

(3) on dit que « est satisfiable ssi il existe un modéle de « :
30: P — {0,1}, [of; =1

(4) on dit que « est contradictoire ssi @ n’a aucun modéle

V6 : P —{0,1}, [afs =0

Exemple 1.8 : Soient P = {z,y, 2} et « = (xV—y) = z une formule de Prop(P).

z—0 z—1
d1:¢ y— 0 estunmodele de o alors que 2 : ¢ y+— 0 n’en est pas un. En effet :
z—=1 z—0

[6(x) [6(y) [0(2) [TV ~wls [ [es ]
0 1 1
1 0 1 0

0
0
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1.2 Sémantique 3

Définition 1.9 : La définition 1.6 nous permet de définir, pour tout o € Prop(P),
I’application partielle :

[a] : Prop(P)—{0,1} — {0,1}
4 = o]

appelée sémantique de a.

Définition 1.10 : On définit I’égalité et la relation d’ordre partielle < entre deux
sémantiques de la fagon suivante :

[e] =16] < Vo:Prop(P)—{0,1}, [a]; = [6];
[e] <[8] & V&:Prop(P)— {0,1}, [a]; < [6l5

Remarque 1.11 : On dira que deux formules sont équivalentes si leurs sémantiques
sont égales.

Remarque 1.12 : Il existe card({0, 1})c@rd(Pror(P)={01}) — cqrd({0, 1})Card({0’1}Pmp<P> =

Prop(P) . s
22 sémantiques différentes.

Définition 1.13 : Soit I' € Prop(P) un ensemble de formules du calcul des proposi-
tions. On dit que § : P — {0,1} est un modéle de I ssi d est un modéle de toutes les
formules de T, i.e. :

VaeTl, [o];=1

Remarque 1.14 : Il vient de cette définition que tout modeéle d’un ensemble I" est modéle
pour tout sous-ensemble de I'. On en déduit que toute valuation est modéle de I’ensemble
vide @'

Remarque 1.15 : On dit qu'un ensemble de formules I' est satisfiable ssi il existe un
modéle de T'.

Remarque 1.16 : Un ensemble de formules peut étre contradictoire (non satisfiable)
alors que tous ces éléments sont satisfiables.

Définition 1.17 : Soit I' C Prop(P) et a une formule du calcul des propositions. On
dit que o se déduit sémantiquement de I' et on note

N'Ea
ssi tout modéle de I' est un modéle de « :

Vé:P—{0,1}, (VeI [Bls=1) = [a];=1
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1.3 Exemple et limites du cadre sémantique 4

Exemple 1.18 :  Soient P = {z,y} et I' = {x, x = y}. Montrons que I" = y.

’ 0(x) ‘ i(y) ‘ [x]s ‘ [z =yl ‘ 6 modeéle de T’ ‘ Tvls ‘
1 0 0

= e K=l =]
—| oo
= B Bl =]

1 0 1
0 0 0
1 1 1

L’unique modéle de T (§ : x — 1, y — 1) est modeéle de y, on a donc : T = y.

Remarque 1.19 : Des deux définitions précédentes on déduit qu’une formule « est une
tautologie si et seulement si & = a, ce que l'on écrira désormais = a.

Proposition 1.20 : T' |= «a ssi I' U {—a} est contradictoire.

> Démonstration : Supposons l'ezistence d’une valuation § qui soit modeéle de T'U{—a}.
On a, par définition :

VBeT, [B]s=1c¢et [-a];=1
Soit :
VBel, [Bls=1cet [a];=0

Or, VB eTl, [fl;=1= [als=1. On a donc une contradiction. |

Proposition 1.21 : TU{a} EfssiI = (a = )

Théoréme 1.22 : (de finitude ou de compacité) Soit I" C prop(P), alors :
o I est satisfiable ssi tout sous-ensemble fini de I' est satisfiable :

(36, VBeT, [Bls=1) < (VI" CT, card (I') < 00,36,VB € I, [B]5 =1)

e Une formule se déduit sémantiquement d’un ensemble de formules ssi elle se déduit
sémantiquement de tout sous-ensemble fini de cet ensemble :

Vo € Prop(P), (T Ea) < (VIV CT, card(I") < oo, I'" E )
o I est contradictoire ssi I'un de ses sous-ensembles finis est contradictoire :

(36, VBET, [B]s=1) < (31" C T, card (I') < 00, #5,VB € T’, [B]5 =1)

1.3 Exemple et limites du cadre sémantique

Soit P = {a,b,c}. On considére la formule o € Prop(P) suivante :
a= [(a:> b) A ((c v —b) ;»a)} = (bVe)

On cherche a savoir si cette formule est une tautologie : il nous faut donc étudier o] pour
toute valuation ¢ :
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a) | 6(b) [ é(c) [ [es |

e Bt Rl Rl Rl E=l K== K en) Naw)

0 0
0 1
1 0
1 1
0 0
0 1
1 0
1 0
1 1

—_| = = = = = =] =] =

Une valuation étant une application de P dans {0, 1}, il existe card ({0, 1})Card(P) — gcard(P)
valuations sur P. Déterminer si une formule est une tautologie devient alors trés cotiteux dés
lors que le cardinal de P devient important. Le nombre d’opérations a réaliser pour obtenir
le résultat est alors (grossiérement) 2¢¢7F)x le nombre d’opérateurs dans la formule.
On cherche donc un moyen automatique (syntaxique) permettant de déterminer si une
formule est une tautologie sans avoir a passer par le calcul de valuations. Plus généralement,
ce probléme se pose dés que 'on cherche & savoir si une formule se déduit d’un ensemble
de formules, i.e. lorsque I'on cherche & montrer que I' = o quelque soient I' C Prop(P) et

a € Prop(P).

2 Systémes formels, déduction syntaxique

Une autre approche consiste & se donner un ensemble de formules que I’on considére comme
étant « correctes » ainsi qu’un ensemble de régles permettant de « déduire » des formules
d’autres formules. C’est 'objet des systémes formels.

Définition 2.1 : On appelle systéme formel tout triplet S = (F, 4, R) ou

e F est un ensemble de formules

e A C F est un ensemble dont les éléments sont appelés axiomes

e R est un ensemble de relations appelées régles de déduction (ou régles d’infé-
rence).

Définition 2.2 : Soit S = (F, A, R) un systéme formel.
VreR, fi,...,fn,g€F :

fl ) ey fn(r)
g
signifie que « g se déduit syntaxiquement de fi,..., f, par la régle  ». On dit que
g est la conclusion de la déduction et I' = {f1,..., fn} Pensemble des prémisses ou
hypothéses.
Définition 2.3 : Soient un systéme formel S = (F, A, R), un ensemble de formules

I' € F et une formule o. On appelle preuve de o dans S & partir de I' toute suite de
déductions syntaxiques dont les prémisses sont des éléments de AU ou des conclusions
de déductions précédentes. On dit que « est la conclusion de la preuve et on note :

I'kFs a
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Remarque 2.4 : Soient & = (F, A, R) un systéme formel et @ € F une formule. On
dit que « est un théoréme du systéme formel S ssi o se démontre dans S en utilisant
uniquement les axiomes, i.e ssi

D ks«
ce que 'on notera
Fs a
Définition 2.5 : On appelle systéme formel du calcul des propositions tout

systéme formel S = (F, A, R) ou F = Prop(P) (avec P un ensemble quelconque de
variables propositionnelles) i.e. tout systéme formel travaillant sur le langage des formules
du calcul des propsitions.

Définition 2.6 : Soit S = (Prop(P), A, R) un systéme formel du calcul des proposi-
tions. On dit que S est valide (ou correct) ssi VI' C Prop(P), a € Prop(P) :
l'Fsa = TEFa

Autrement dit, toute preuve dans le systéme formel S est « valide » sémantiquement (le
systéme formel ne fait que des opérations « correctes »).

Remarque 2.7 : En particulier, si un systéme formel S est valide, alors tout théoréme
de S est une tautologie.

Définition 2.8 : Soit S = (Prop(P), A, R) un systéme formel du calcul des proposi-
tions. On dit que S est complet ssi VI' C Prop(P), a € Prop(P) :

'Ea = T'Fsa

Autrement dit, si « se déduit sémantiquement de I', alors on peut trouver une preuve
de a dans S a partir de I'.

3 Forme clausale d’une formule

3.1 Définitions

Définition 3.1 : Soit P un ensemble de variables propositionnelles. On appelle atome
ou littéral tout objet de la forme xz ou -z ot x € P.

Remarque 3.2 : Un littéral est dit positif s’il s’agit d’une variable propositionnelle et
négatif s’il s’agit d’'une négation de variable propositionnelle.

Définition 3.3 : Soit P un ensemble de variables propositionnelles. On appelle clause
sur P toute disjonction de littéraux, i.e. tout objet de la forme :

T1V...VZpVxp V...V oz,

ou x1, ..., o sont les littéraux positifs et =211, ..., -z, les littéraux négatifs.
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3.1 Définitions 7

Définition 3.4 : (Relation d’ordre de subsomption) On dit qu'une clause ¢; est
subsummeée par c; et ’'on note
c2C

ssi I'une des conditions suivantes équivalentes est vérifiée :
o tout littéral de co apparait dans c;

e il existe une clause c3 telle que ¢; = ¢ V c3

e tout modéle de ¢y est modéle de ¢;

Définition 3.5 : On appelle forme clausale d’une formule o € Prop(P) un ensemble

de clauses c1, ..., ¢, dont la conjonction est équivalente & «, 7.e. :
Clla)={c1, ..., ecn} & [aN...Ncy] =[]
Remarque 3.6 : Soit P un ensemble de variables propositionnelles. On note CI(P)

I’ensemble des formes clausales sur P.

Remarque 3.7 : Soient deux ensembles de clauses C7 et Cs.

Cy CCy = Yo: Prop(P)— {0,1}, /\ c| > /\ c
ceCr || 5 ceCy | 5

On en déduit notamment que toute valuation est modéle de ’ensemble vide de clause &,
d’ott la proposition suivante :

Proposition 3.8 : a € Prop(P) est une tautologie ssi Cl(a) = .

Remarque 3.9 : A contrario, on note [J la clause non-satisfiable (ne possédant aucun
modeéle) :
V6 : Prop(P) — {0,1}, [O];=0

Remarque 3.10 : Pour plus de lisibilité, I’ensemble de clauses {ci,...,¢c,} est noté
C1
Cn
C1
Remarque 3.11 : Soit un ensemble de clause C' = : . S’il existe une clause ¢; telle
Cn

que [¢;] =1 (i.e. V6, [c;i]s = 1), alors C est équivalent & C'\ {c;}

Proposition 3.12 : Soit ¢ une clause sur P. S’il existe une variable propositionnelle
x € P telle que les littéraux = et -z apparaissent dans ¢ (i.e. si ¢ est subsummeée par x
et —x), alors [c] = 1.
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3.2 Algorithme de mise sous forme clausale 8

TVz
Exemple 3.13 :  Soient P ={z,y,z} et C =< yVaV-y .
zV -z
C est équivalent a { zVz .

Remarque 3.14 : On s’autorise a écrire C' = C’ lorsque C est équivalent a C”.
3.2 Algorithme de mise sous forme clausale

Théoréme 3.15 : Toute formule du calcul des propositions admet une forme clausale.

Algorithme 3.16 : Puisque toute formule du calcul des propositions admet une forme
clausale, on peut définir un algorithme qui & toute formule associe sa forme clausale de
fagon inductive sur la structure de Prop(P) :
e Base : CI(V) = @, Cl(F) ={0}, Vx € Prop(P), Cl(x) = {z}
o Induction : si f et g sont deux formules, alors :
-~ Cl(fVvg)={c1Vea | €CUS), caeClg)}
- Cl(f Ng) = CU(f) U Cl(g)
- CUf = 9) Cl(=fVg)
- Ci(~f) = TL(7)
ou C1 est défini de la fagon suivante :
e Base : CI(V) = {0}, CI(F) = @, Yz € Prop(P), Cl(z) = {—-z}
o Induction : si f et g sont deux formules, alors :

~ CI(f v g) = CU(=f) A (=9))
- Cl(f Ng) =CU(~f) V (~g))
ng = g) CU(f A (g))

Cl

f) = Cu(y)

Exemple 3.17 :  Soient P = {z,y,z} et a = (-x A2)V (y = 2) € Prop(P). Pour
mieux visualiser 'ordre des « appels » & effectuer, on dresse I'arbre de construction
de o :
V
N
A =
N N
-z Yy oz
|
x
Ainsi, on a :
(1) Clla)y={crVea|c1€Cl(mxNz), caeClly=2)}
(ii) Cl(—x Az)=Cl(—x)UCl(z)
(i13) Cl(—z) = Cl(z) = {—z}
(i) Cl(z) = {z}
(v) Clly=2)=Cl(-yVz)={c1Ve|c €Clly), caeCl2)}
(vi) Cl(~y) = Cly) ={-y}
. 0 N ) yvzve
Soit (v) = {—yV z}, (i) = { . donc Cl(a) = { V2
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3.2 Algorithme de mise sous forme clausale 9

Remarque 3.18 : Le calcul de la forme clausale d’une formule nécessite autant d’appels

que d’étapes inductives nécessaires & la construction de la formule. On décide alors de

travailler « directement » sur ’arbre de construction de la formule en associant & chaque

noeud un attribut :

e égal & 0 si 'on doit calculer Cl(a) ot o représente la (sous-)formule correspondante a
I’arbre dont le noeud que 'on étudie est la racine

e égal & 1 si l'on doit calculer Cl(«)

Exemple 3.19 :  En reprenant I’exemple précédent, on obtient I’arbre suivant :

\/0

Remarque 3.20 : On effectue ensuite les transformations des opérateurs induites par
I’algorithme 3.16 :

symbole d’origine  symbole de substitution

=0 Vv
=1 A
VO Vv
Vi A
N0 A
Al Vv
- aucun(— est supprimé)
Exemple 3.21 : En reprenant 'exemple précédent, on obtient :
V
A \%
/\ /\
gl 20 g1 o0

Remarque 3.22 : Désormais, seules les feuilles, qui sont des variables propositionnelles,
possédent encore un attribut. Comme Vo € P, Cl(x) = {x} et Cl(x) = {-z}, on remplace
20 par {z} et 2! par {=2}. On « remonte » ensuite dans I'arbre (en partant des feuilles)
jusqu’a la racine en effectuant les opérations de ’algorithme 3.16. On note chaque résultat
intermédiaire au noeud auquel il est associé.

| Exemple 3.23 : Ainsi :
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—yVzVx
yVz

T

-z { —yVz

z N

o~ {r {#
{mz} {2}

4 La Méthode de Résolution

Remarque 4.1 : Le systéme formel que nous considérons n’a pas pour but de démontrer
une formule quelconque mais seulement la clause vide (.

Théoréme 4.2 : Soit I' C Prop(P). On a I' = « ssi 'union des ensembles de clauses
associées aux formules de I' U {—a} est contradictoire.

Théoréme 4.3 : (Théoréme de Robinson) Soit C' un ensemble de clause, cet ensemble
est contradictoire ssi en prenant C' comme ensemble de prémisses, on peut déduire [
en utilisant la résolution comme seule régle de déduction.

Définition 4.4 : (Régle de résolution)
aVA -aVB

IV E (resolution)

Ce qui donne en frangais :

Soient C] et Co deux clauses appartenant & une formule F mise sous forme clausale. S’il
existe un atome a tel que a € C; et —a € Cy alors la clause R = Cy \ {a} Uy \ {—a}
dite résolvante de C; et C5 est une conséquence logique de F.

Remarque 4.5 : On dit que deux clauses peuvent entrer en résolution s’il en existe
une troisiéme qui s’en déduit par la régle de résolution. Deux clauses peuvent entrer en
résolution ssi elles ont un méme littéral "a" qui est positif dans 'une et négatif dans
I’autre. Alors la troisiéme clause, déduite des deux premiéres par résolution, est obtenue en
recopiant a la suite des deux clauses de départ sauf le littéral commun qui est effacé.

A compléter
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