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1 Introduction 3

Premiére partie

Programmation linéaire continue

1 Introduction

1.1 Modélisation
1.1.1 Exemple de probléme de production

On considére deux produits nécessitant une certaine quantité de ressources pour leur pro-
duction. On souhaite maximiser les bénéfices totaux découlant de la vente de ces deux
produits. Le tableau suivant récapitule les ressources requises et bénéfices engendrés pour
et par la production de ces deux produits.

Produit 1 | Produit 2 | Disponibilité
Equipement 1 2 15
Main d’oeuvre 1 1 9
Matiére premieére 3 1 21
Bénéfice 1,1 1 —

La démarche & suivre pour modéliser un probléme en recherche opérationnelle est la sui-
vante :

(i) Choix des inconnues. Pour 'exemple traité, les inconnues, notées x, correspondent
au nombre de produit j fabriqués.

(7i) Choix de la fonction que l'on cherche & optimiser (i.e. maximiser ou minimiser)
appelée fonction-objectif. Dans notre cas, il s’agit du bénéfice engendré par la vente
des deux produits :

o, x9) =1,1- 21+ 129

comme on souhaite la maximiser cette fonction, on note :

max [p(x1,x2) = 1,1- 21 + 1+ 29]
1,02

(131) Détermination de toutes les contraintes a respecter. Ici, il s’agit des disponibilités :

l-x14+2-2z9 < 15
l-x14+1-20 < 9
3-x1+1-z0 < 21

x1,x9 > 0

En remarquant que quelque soient a, 8 € R,
a<pf & 36>0, a+d=p

on peut également écrire I’ensemble des contraintes sous la forme suivante :

l-21+2-29+61 = 15
l-xy+1-20+d02 = 9
3-x1+1-29+03 = 21

Y
o

x1,x2,01, 02,03
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1 Introduction 4

1.1.2 Différentes formes d’un programme linéraire

Définition 1.1 : Un probléme est posé sous forme canonique mixte ssi il est présenté
sous 'une des deux formes suivantes :

(1) Dans le cas d’'une maximisation :

n
(fonction-objectif ) wfnain[gp = Z cj - %]
j=1
n
(contraintes d’inégalité) Vie I, Z aij - x; < b
pt— =
(contraintes d’égalité) Vi € I, Z Ty 0 By =
j=1
(contraintes de signe) Vieldi, ;>0
Vj € Ja, x; de signe quelconque

(¢i) Dans le cas d’'une minimisation :

( n
(fonction-objectif) xlr}rllgn[cp = Z cj - xj]
(contraintes d’inégalité) Vi € I, Z aij - Tj > b;

j=1
P~ = n
(contraintes d’égalité) Vi € I, Z Wy 0 @y = oy
j=1
(contraintes de signe) VielJi, ;>0
L Vj € Ja, x; de signe quelconque

ou :

e [ est I’ensemble des indices des contraintes d’inégalité,

e [, est I’ensemble des indices des contraintes d’égalité,
LUI,=1={1,...,m} est 'ensemble des indices des contraintes,
Ji1 est I'ensemble des indices de variables de signe positif,

J1 est I’ensemble des indices de variables de signe, quelconque
JiUJy =J ={1,...,n} est 'ensemble des indices des variables.

Remarque 1.2 : n est le nombre de variables et m le nombre de contraintes d’égalité et
d’inégalité. On supposera par la suite que m < n.

Définition 1.3 : Un probléme est posé sous forme canonique pure ssi il ne possede
pas de contrainte d’égalité :

Lh=Jh=9
Sous forme matricielle, on obtient :
(fonction-objectif) max[p = ¢' z]
Pt = (contraintes d’inégalité) zeﬂi -z <b
(contraintes de positivité) x>0,

ESIAL — Graphes et Recherche Opérationnelle — Version 5.1 — Tony Bourdier



1 Introduction

et
(fonction-objectif ) m}%{n [ =c'x]
. z€eR™
P~ = (contraintes d’inégalité) A-x>b
(contraintes de positivité) x > 0y,
ari a1n by &
ani N 0 Y )
on A = ; ; € Mpun(R), b= : €ER™etc= : € R"”
' ' b Cn
Aml ... QAmn
T
sont les données du probléme et z = : € R" est 'inconnue que 1'on cherche a
Tn
déterminer.

Définition 1.4 : Un probléme est posé sous forme standard ssi il ne posséde que
des contraintes d’égalité :

L=9, Jh=0etViel, b; >0
Sous forme matricielle, on obtient :

T

(fonction-objectif ) min ou gé%)n([go =c z
p — ) (contraintes d’égalité) A-z=b
(contraintes de positivité) x> 0y
b>0p

Proposition 1.5 : Tout probléme linéaire écrit sous forme canonique s’écrit sous
forme standard et inversement. Pour cela, on introduit des variables appelées « variables
d’écart » :

Az<b & (Aum).<5”>_
Az>b < (A|1m).<"”):b

1 0 01
oul,, = € Mpu(R) et d= : > 0y,
0 1 Om

Définition 1.6 : La forme standard d’un probléme est dite simpliciale ssi la matrice
des contraintes A se décompose de la fagon suivante :

A=(Inm| H)
ot H € My, n—p(R). Les contraintes se réécrivent donc :

(I | H) -z =1b
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1 Introduction 6

1.2 Définitions
1.2.1 Solutions

Dans cette partie, nous considérerons un probléme P écrit sous forme standard :

(fonction-objectif) m]}gn ou m%X[gp =c'q]
zeR™ zeR™
P = (contraintes d’égalité) A-z=b
(contraintes de positivité) x> 0y

avec A € My, »,(R), be R™,c € R" et x € R".

Définition 1.7 : On appelle solution de P tout vecteur x € R" vérifiant A -x = b,
autrement dit tout vecteur satisfaisant aux contraintes d’égalité.

Définition 1.8 : On appelle solution réalisable (ou solution admissible) de P
tout vecteur x > 0, vérifiant A -z = b, autrement dit tout vecteur satisfaisant & toutes
les contraintes du probléme (contraintes d’égalité et de positivité).

Remarque 1.9 : On appelle domaine réalisable et I'note D ’ensemble de toutes les
solutions réalisable du probléme :

Dp={zeR"|A-z=betxz>0,}

Définition 1.10 : Une solution réalisable z* € Dp est dite optimale ssi
(i) (dans le cas d’une mazimisation) VY& € Dp, ¢ z* > ¢’z

(#3) (dans le cas d’une minimisation) V& € Dp, ¢ z* < ¢'x

1.2.2 Base et solutions de base réalisables

Définition 1.11 : On suppose que la matrice A € M,, »(R) est de rang m. On peut
donc trouver m vecteurs-colonnes vy, ..., v, de A linéairement indépendants. On note
B les indices de ces vecteurs-colonnes dans A, Apg la matrice formée de ces vecteurs-
colonnes :

Ap=(v1| ... | vm)

et H les indices des autres colonnes de A ainsi que Ap la matrice formée de ces vecteurs-
colonnes. La matrice A peut alors s’écrire, & une permutation des colonnes prés :

A= (Ap | An)

ou

e Ap € M,,(R) est une matrice telle que rang(Ap) = m (on parle de « base extraite
de A »)

o Ap € Mm,n—m(R)
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1 Introduction 7

On partitionne alors les vecteurs ¢ et  de la méme fagon :

cH TH

ol cg,zp € R™ et xp, vy € R ™ de telle sorte que le probléme s’écrive sous la forme

suivante :
(fonction-objectif) min ou max[p = cyrp + chrH]
P = (contraintes d’égalité) (A | Ag) - ( iB ) =Ap-zp+Ag-zg=>
H
(contraintes de positivité) x>0, et zg > 0,h_m
1 5 6 4
Exemple 1.12 : Soit A= | 6 5 4 7 | € M34(R). On peut former une
9 0 1 4
base extraite de A a particr de By = {1,2,3}, By = {1,2,4}, By = {1,3,4}
1 56 1 5 4
et By = {2,3,4}. On a alors : Ap, = 6 5 4 |, Ap, = 6 5 7],
9 0 1 9 0 4
1 6 4 5 6 4
AB3 = 6 4 7 et AB4: 5 4 7
9 1 4 01 4

TB
TH
autrement dit, ssi elle peut s’écrire sous la forme :

= HE
N On—m

Définition 1.13 : Une solution z = < > est dite de base ssi xy = 0,_m,

Proposition 1.14 : Soit Ap € M,,(R) une base extraite de A4, i.e. telle que

rang(Ag) =m et 3Ag € My pn—m(R), A= (Ap | An)

71 X
( B ) - ( Ap b > est une solution de base.
TH On—m

> Démonstration : Si Ap est de rang m, alors Ap est inversible, donc Agl existe et :

AG' b

On—m

(ABAH)-( ):AB'Agl-bJrAH-On_m:b
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1 Introduction 8

Remarque 1.15 : Pour alléger les notations, on s’autorisera & dire que B est une base
extraite méme si B représente les indices des vecteurs de la base extraite. En particulier,
pour tout vecteur x € R™, on note

ZL‘/B

pour désigner les coordonnées de x dans la base B. On omet de préciser cette base lorsqu’il
s’agit de la base canonique. De plus, si chaque colonne de la matrice A représente un
vecteur, par exemple si la 1 colonne de A est associée a un vecteur 1, la 2" & 24 et la
3°™M€ 3 eq, on écrira aussi bien B = {1,2,3} que B = {z1,72,e1}.

Proposition 1.16 : L’ensemble des solutions de base est exactement I’ensemble des

O’n—m
une solution de base ssi il existe une base extraite B de A telle que zp = b /B

coordonnées du vecteur b dans toutes les bases extraites de A , i.e. x = ( B > est

> Démonstration : [l suffit de voir que Agl b représente les coordonnées de b dans la
base de R™ formée par B. (Agl est la matrice de passage de la base canonique vers la base

B.) u

On—m

b
Remarque 1.17 : < /B > est une solution de base réalisable ssi b 5 2 Oy

1.2.3 Convexité

Définition 1.18 : Soient x et y deux points d’'un domaine D. On appelle segment
joignant = et y ’ensemble des combinaisons linéaires convexes de x et de y :

Sy)={r-z+(1-A)-yl0<A<1}

Définition 1.19 : Un domaine D est dit convexe ssi Vz,y € D, S(x,y) C D.

Définition 1.20 : On dit que z est un sommet du domaine D ssi

do,y € D\ {z}, 2z € S(z,y)

Théoréme 1.21 : Soit D un domaine convexe. Tout point de D est combinaison linéaire
convexe de D.

1.2.4 Théorémes

Théoréme 1.22 : L’ensemble des solutions réalisables Dp forme un domaine convexe,
autrement dit, pour toutes solutions réalisables x et y, A-z + (1 — \) -y est une solution
réalisable, quelque soit A € [0, 1].
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2 Algorithme naif 9

> Démonstration : Soient x ety € Dp :

A-x=b >0
Ay=b y=>0

Pour tout X\ € [0,1], on a :

{( ANA-x = A-b

1-N)-A-y = (1-N\)-b AN-z+(1 =) -y)=b

etx>0,y>0 = AN-z+(1—-X)-y) >0, donc(A-xz+(1—-X)-y) € Dp. |
Théoréme 1.23 : Les sommets de Dr sont exactement les solutions de base réalisables.

Remarque 1.24 : Les théorémes 1.21 et 1.23 nous permettent d’affirmer que toute
solution réalisable est combinaison linéaire convexe de solutions de base réalisable.

Théoréme 1.25 : L’optimum de ¢, s’il existe, est atteint en au moins un sommet de
Dr.

> Démonstration : On consideére le probléme de mazimisation. Pour celui de minimisa-
tion, il faut et il suffit de remplacer les > par des <. Raisonnons par l’absurde et supposons
qu’il existe au moins une solution optimale x* et qu’aucune solution optimale ne soit un
sommet. Alors, d’aprés 1.21, il existe s1,...,s, sommets, différents de x*, tels que :

p
A E i -+ Sp
i=1

p
avec Z Xi = 1. Comme z* est optimal :
i=1

c'z*>c's; Viel[l,p]

donc

P P P P
Z ezt > Z Ni-clsg o Z /\i> el >l (Z YR si>
i=1 i=1 ; ;

On aboutit a une absurdité. [ |

Théoréme 1.26 : Toute combinaison linéaire convexe de solutions optimales est une
solution optimale.

2 Algorithme naif

Remarque 2.27 : Les résultats précédents nous permettent d’affirmer que pour tout
probléme possédant au moins une solution optimale finie, il existe une solution de base
réalisable optimale (et toute solution optimale est une combinaison linéraire convexe de
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2 Algorithme naif 10

solutions de base réalisables optimales). Autrement dit, on peut ne s’intéresser qu’aux
solutions de bases.

Remarque 2.28 : On a vu que ’ensemble des solutions de bases est l’ensemble des
coordonnées de b dans une base extraite de A, i.e. les solutions des systémes linéaires

Agp-z =10

pour toute base B extraite de A. Il existe C]" matrice carrée extraite de A (il y a C* fagon
de choisir m colonnes parmi les n colonnes de A).

Algorithme 2.29 : Le nombre de bases extraites de A étant fini, on peut évaluer toutes
les solutions de bases et les comparer, autrement dit, appliquer ’algorithme suivant :
e pour i allant de 1 a C)" faire :

(1) B <« choisir m colonnes parmi les n colonnes de A (en excluant les choix des
précédentes itérations)

(77) si B est une base, i.e. si det(Ap) # 0, alors calculer les coordonnées de b dans la
base B, autrement dit la solution de Ap - x = b, c’est a dire Aél - b

(i4i) si Ag'-b>0, alors
. x(i‘) — A;l -‘ b
o o) Tz

e retourner z* tel que ¢* = max(gp(i))
(]

Remarque 2.30 : La complexité de cet algorithme est assez rédibitoire : il faut ré-
soudre C]" systémes linéaires d’ordre m, autrement dit, pour un probléme posé sous forme
canonique avec n variables et m contraintes, sachant que la forme simpliciale corres-
pondante comportera m + n variables, la complexité de l’algorithme sera de l'ordre de

O((m+mn)®x CI.,..). Le tableau suivant permet de se faire une idée de I'ordre de grandeur
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2 Algorithme naif

d’une telle quantité en fonction de n et de m :

(m + n)3 X C?T—‘rm
81
384
256

1250
4320
625
3240
12005
35840
1296
7203
28672
91854
252000
2401
14336
61236
210000
614922
1596672

3

SO OO O UL UL U UL U R R REWW WD NS

S UL W N - O WD R WNRFE WK =N

Exemple 2.31 :  Soit le probléme suivant :

max|p(x1, r2,x3,24) = 50 - 1 + 40 - z2 + 70 - 3 + 80 - 4]

2-x1+4-29+8-23+6-24 < 100
P = 10-214+8 - 294+6-23+10-24 < 160
l-x14+1- 2942 -23+2- 24 < 20

T1,%2,T3,T4 > 0

P s’écrit sous la forme standard simpliciale suivante :

Ta]

maxlp =c'x
P= A-z=b
x> 07
avec
2 48 6 100
A=110 8 6 10 0 1 0 | € M37(R),
1 12 2 001
50 I
40 T2
100 70 T3
b=1 160 | eR? c=| 80 | R, z=| 24 | eR”
20 0 o1
0 8o
0 83

Pour déterminer la solution, I’algorithme 2.29 a été implanté en matlab :
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2 Algorithme naif 12

n=7; m=3;
nb_op = factorial(n)/(factorial(m)*factorial(n-m));
x = zeros(n,nb_op); phi = zeros(1l,nb_op);
A =[2 4 8 6 1 0 0
108 6 100 1 O
11 2 2 0 0 1];

b = [ 100 ; 160 ; 20 1;
c =[50 ; 40 ; 70 ; 80 ; 0 ; O ; 0 1;
ptr=0;

for i=1:n do
for j=(i+1):n do
for k=(j+1):n do
ptr = ptr+i;
B = [i;j;k];
AB=A(:,B); // A= [AC:,1) AC:,3) AC:,K)]
if (det (A_B) ~=0)
sol = inv(A_B)x*b;

if (s0l1>=0)
x(B,ptr) = sol;
phi(ptr) = c’*x(:,ptr);

else
phi(ptr) = -%inf;

end

end
end
end
end

[phi_max indice] = max(phi)
x_opt = x(:,indice)

Le résultat est le suivant :

phi_max =
920.

x_opt =
12.
0.
0.
4.
52.
0.
0.

Autrement dit, la base optimale est B* = {1,4,5} = {z1,24,e1},
1 6 1 12

A« = 10 10 0 |, g~ = A;l b = 4 et la solution de base réa-
0 2 0 52

lisable optimale est :
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3 Méthode du simplexe 13

] 12
T 0
T3 0
=\ a3 | =1 4
el 52
12 0
[ 0

ou encore (il est inutile d’indiquer les valeurs correspondant aux variables d’écart
car elles ne contribuent pas a la fonction-objectif) :

x] 12
= = = o et o(x*) =920
xy 4

3 Meéthode du simplexe

3.1 Principe de l’algorithme

Remarque 3.32 : Pour éviter de calculer les solutions de tous les systémes linéaires m xm
extraits de A, on a recours & un algorithme appelé simplexe. L’algorithme du simplexe
repose sur la démarche suivante : on parcourt également ’ensemble des sommets de Dpg
mais I'on se donne le moyen de déterminer si le sommet en cours d’étude est optimal et si
ce n’est pas le cas, on passe au sommet adjacent qui augmente le plus la fonction-objectif.
En résumé, le simplexe procéde comme suit :

(i) on recherche un sommet de départ

(ii) on teste si la fonction-objectif n’est pas bornée supérieurement, auquel cas le pro-
bléme n’a pas de solution finie.

(747) on détermine si ce sommet est 'optimum

(tv) si le sommet que 'on étudie n’est pas optimal, alors on se déplace sur un sommet
voisin pour lequel la fonction-objectif diminue et 'on retourne a 'étape (i) (ce
qui correspond a échanger une variable hors base avec une variable de base).

3.2 Meéthode générale
3.2.1 Recherche du sommet de départ

Soit P un probléme! écrit sous forme canonique :

(fonction-objectif ) max|p = ¢' 2]
P = ¢ (contraintes d’égalité) A-z<b
(contraintes de positivité) x > 0y

avec A € My, n(R), b€ R™,c € R" et z € R".

1 . .. N N N .. . , . N
On traite ici le cas ot le probléme est un probléme de maximisation. La résolution d’un probléme de
minimisation sera examinée ultérieurement.
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3 Méthode du simplexe 14

Exprimer P sous forme standard permet d’obtenir directement une forme standard sim-
pliciale :

(fonction-objectif ) max|p = &' 7]
P =< (contraintes d’égalité) A-7=
(contraintes de positivité) T > Omtn
avec
1 0 al,l e al1.n
A= (1In | \j4,): € Mimm+n(R),
Ap Ay 0 1 am1 ... amn
0 €1
by 0
b= : eR™, ¢= cER™M etz =| ‘" | e R,
: C1 I
bm
Cn T,
On a donc :
€1 Z1
Ip = et Ty = :
€m T
La solution de base réalisable « triviale » est (proposition 1.14) :
- i-1
rH Onfm On—m
soit g =bet Ty = 0p—mm.
3.2.2 Changement de base
Soit B = {e1,...,en} la base canonique de R™. On souhaite étudier les conséquences
engendrées par le changement d’un des vecteurs de la base : i.e. par le remplacement d’un
U1
des vecteurs de B, noté eg, par un vecteur quelconque v = : de R™. En premier
Um,

lieu, il est nécessaire de vérifier que I'ensemble B’ = B\ {es} U {v} est bien une base. B’

est une base ssi
1 U1

det(B') = det Vs

Um 1

on rappelle que la permutation de deux lignes (ou deux colonnes) multiplie le déterminant
par —1, donc deux permutation successives ne changent pas la valeur du déterminant, en
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3 Méthode du simplexe 15

particulier, si 'on permute la s°™¢

la derniére ligne, on obtient :

colonne avec la derniére colonne puis la s°™ ligne avec

det(B') = det 1

Um,

Us

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des termes diagonaux, soit :
det(B') = vs. Autrement dit, B’ est une base ssi v # 0.

On suppose donc désormais que vy # 0. Comme eg n’appartiendra plus & la base, il faut
déterminer ses coordonnées dans la nouvelle base. Comme v est un vecteur de R™ et B la
base canonique de R™, on a :

U—E V; € = g V; - € + Vg - €eg
=1 =1, i#s
m
Ses=—|v— E v; - €
Us . ’
i=1, i#s
Soit z un vecteur de R™ dont les coordonnées dans la base canonique sont z1, ..., zy,. On

4 !
cherche les coordonnées de z dans la nouvelle base B’ :

m
z = g Zi € = E Zi €+ 25 €g

i=1 i=1, its
m 1 m
= Z Zit€t+zsr— | v— Z Vi * €
i=1, i#s Us i=1, i#s
m
= Z <Zi—lzs>-€i+zs-v
i=1, i#s Us Us

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.33 : Les coordonnées de z dans la base B’ sont :

U1
21 — — Rs
Vs
Zs
z,., = —
/B’ Vg
Um,
Zm — Zs
Us
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et la matrice de passage de B vers B’ est :

—1 1 _ﬂ

1 U1 Us
1 1 1

B~l= Vs =
Us
1 : 1
Um 1 _bﬂ 1
Us

On a vu que les solutions de bases réalisables correspondent aux coordonnées positives de
b dans les différentes bases. Pour que

bi— b (Vi s)
bs

Vs

soit une solution de base réalisable, il faut nécessairement que

Vie[l,m], bi— 2b,>0 & Vie[l,m], b > b,
v, (Y

S S

bs

i Us

= = min
Vg i€[l,m] | Vs

@»WEMmL?>

b
et que vy > 0 (puisque — > 0, bs > 0 et vs # 0). Donc la variable qui doit sortir de
v

S
la base est entiérement déterminée par la variable que 1'on fait entrer dans la base. Pour
déterminer la variable qui doit entrer dans la base, on étudie la variation de la fonction-
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objectif engendrée par ce changement base :

" v; b
b /) = Tb r= bi_ibs e i'v
90(/3 cpo,p Z < " ) C+U c

bs -
= (p(b/B) + ;S <CU — Zvi . Ci>

L’augmentation de la fonction-objectif sera la plus importante en choisissant v réalisant :

m
max (cv E vi-ci) = max (cv—cgv/3>

=1

avec ¢, — ¢(v) > 0 (sinon la fonction-objectif va diminuer).

Remarque 3.34 : Les calculs précédents ont permis de déterminer
e un critére de choix de la variable entrante

e un critére de choix de la variable sortante

e un critére d’optimalité

Proposition 3.35 : Soit x = ( B

TH
base B.
e x est une solution de base réalisable optimale ssi pour toute variable hors base v
Ly(v) =c¢, — cgv/B <0
e si z n’est pas une solution de base réalisable, la base B est remplacée par la base
B'=BU{ve} \ {vs}

ou v, et vy sont déterminés par les conditions suivantes :

) une solution de base réalisable associée a une

(i) we est la variable hors base vérifiant :
Ly(ve) =max{Ly(v) | Ly(v) > 0}

(1) wvs est la variable de base vérifiant :

bs o . bz .
we(s) st {veu) [ 0e(i) > 0}
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3.3 Algorithme

3.3.1 Probléme de maximisation avec contraintes de majoration

Données de départ : Soit un probléme P énoncé sous forme canonique pure :

(fonction-objectif) max [ =c'x]
xe n
P =9 (contraintes d’inégalité) A-x<b
(contraintes de positivité) x> 0y,
avec
C1
T
2
c= : eR" z = : e R",
L,
Cn
a1 -.. Q1np bl
A= € Mpn(R) et b= cR™
A1l - Gmp bm,

Etape 1 : On commence par mettre le probléme sous forme standard simpliciale.
Pour cela, on introduit des variables dites variables d’écart permettant I’expression des
contraintes sous la forme d’un systéme d’équations linéaires. Le probléme P devient
alors :

T
maxfp = ¢ 2]
P = A-xz=b
x>0,
avec
0 e
0 b1
c| ¢ [eRM | " | eRMT b= | | eRT
1
C9 bm
Cn, Tn
1 0 (1171 alm
A — ; : eMm7m+n(R) et B+ {1,2,...,m}
0 1 am1 ... amn
On a
A= (Ap | Ag)
a1 N AR
H
am,1 --- Qmmn
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el X1
avec rp = : eR™ et zy = : € R"™.

em Tn

Etape 2 : Recherche d’une solution de base réalisable initiale. Comme nous I’avons
-1
B

n

vu plus haut, z = est une solution de base réalisable. Comme Apg = I, la

solution de base réalisable de départ est = = < B ) = ( b >
rg On

Définition 3.39 : Pour permettre une exploitation de l'algorithme « & la main », on
introduit un tableau comportant I’ensemble des données du probléme disposées de fagon
a faciliter 'application des différentes étapes. Ce tableau se présente comme suit :

Variables de base B | Variables hors base H b
[AB] B [AH] B b B
LH B QD(b/B)

Chaque étape du simplexe correspond a 1’étude de ces différentes données relativement
a la base B choisie. A chaque étape, on peut soit calculer ces différentes informations
directement :

[AB]/B = AEI AB

[Ar],, = Ap' Am

b, =Ag'b

So(b/B) = Cg b/B

[Ln],, = cn —ch Ap' Ag = e — 5 [4n]

soit de fagon itérative & partir de la base de travail précédente, compte-tenu du fait que
deux bases successives ne différent que d’un seul vecteur, ce qui facilite considérablement
les calculs comme il I’a été montré dans la section précédente. C’est cette seconde
méthode que nous adopterons.

Remarque 3.40 : Avant de passer a ’étape suivante, rappelons le fonctionnement général
de l’algorithme du simplexe :
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Construction du tableau initial

Solution optimale ?

non

Détermination de
la variable entrante

Détermination de
la variable sortante

3

« Pivotage »

Mise a jour des données
dans la nouvelle base

oui

Schéma général de algorithme du simplexe

Etape 3 : Construction du tableau initial.
Les données a l'initialisation sont les suivantes :

e B—ep,...,en

On a donc le tableau suivant :

Variables de base B

€l,.---5,Em

Variables hors base H
Tlye-oy Ty

AB:Im

Ang

LH:CH

Etape 4 : Vérification de Poptimalité de la solution.
Sauf cas dégénéré, la solution est optimale ssi Ly < 0. Si tel est le cas, on arréte la

procédure.

Etape 5 : Choix de la variable entrante.
La variable entrante est la variable hors base v, vérifiant :

Ly(ve) =max{Lg(v) | Lg(v) > 0}
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(C’est a dire la variable correspondant & plus grande valeur positive de la derniére ligne
du tableau)

Etape 6 : Choix de la variable sortante.
La variable sortante est la variable de base vy vérifiant :

bs o . bz .
ve(s)  icllm] {Ue(i) | 0e(i) > O}

Etape 7 : Pivotage.
Une fois déterminées les variables entrante et sortante, on permute leurs colonnes res-
pectives :

B — BU{v.} \ {vs}

Etape 8 : Changement de base.

Les variables de bases (B) ont changg, il faut donc calculer I’ensemble des données dans
cette nouvelle base, autrement dit calculer Agl et multiplier chaque matrice (Ap, Ap
et b) par Agl a gauche. L’algorithme de Gauss-Jordan nous fournit un moyen simple
d’effectuer ces deux opérations simultanément.

Remarque 3.47 : Soit M € M,,(R) une matrice :

x1,1 oo T1m
M =

xm71 oo Tmom
Calculer M ™!, ¢’est chercher Punique matrice P telle que
PxM=1,

La matrice P contient I’ensemble des combinaisons linéaires & appliquer sur les lignes de M
pour obtenir 'identité. Ainsi, multiplier une matrice Q) & gauche par P consiste a appliquer
ces mémes combinaisons linéaires sur les lignes de Q. Autrement dit, pour obtenir la matrice
(MM | M~ Q) a partir de (M | Q), il faut et il suffit d’appliquer sur les lignes de
(M | @) les combinaisons linéaires permettant d’obtenir I,,, a la place de M.

Etape 9 : Mise a jour des coiits réduits et de ¢(b).
On admet la propriété suivante :

Vv, Ly, (v)=Lu,,(v) = Ly ,(e).v,,(s)
ou e (resp. s) est l'indice de la variable entrante (resp. sortante). Effectuer cette mise a
jour pour tous les vecteurs revient a ajouter & Ly une combinaison linéaire des lignes de

b
(A | Ay [ V) telle que Ly, (e) = 0. Sachant que ¢(b,,,) = ¢(b, ;) + Ui(SS)LH/B(e)v
\e,_/
b
la mise a jour de la fonction-objectif se fait de la méme facon que les cotits réduits.

/B’
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Résultat final : Le résultat final est directement lisible & partir du dernier tableau
du simplexe : xp+ = b/B*.

Exemple 3.50 :  Soit le tableau suivant :

Base B Hors base H
z3 | ez | x1 || x2 | e2 | x4 | €1 b,
1 0|0 ) 8 |9 2
0 1 0 1 2 510 9
01]0 1 8 | 4 1 12
2| -7 -4]-1]¢b)=14

La solution du probléme dont ce tableau représente la derniére étape du simplexe

2
est : B* = {x3,e3,21}, xp+ = 9 donc :
12
I 12
X9 0
T3 2
= x4 | = 0
(&) T
€9 0
€3 9

3.3.2 Cas général

Remarque 3.51 : La méthode précédente vaut lorsque le probléme comporte uniquement
des contraintes de majoration. Lorsque le probléme est posé sous sa forme la plus générale,
i.e. lorsque les contraintes sont soit des contraintes de majoration, de minoration ou d’éga-
lité, les premiéres étapes différent du cas précédemment exposé. Soit un probléme linéaire
posé sous sa forme la plus générale :

min ou max(p =c1x1 + ...+ ¢, xy)

)
amairr + ... 4+ ainz, > by
ar1rr + ...+ agpTn < by

s.C.
ap1r1 + ... + apnrT, = by

T1,...,Tn >0

1. On pose le probléme sous forme standard, i.e. oil les contraintes s’expriment sous
la forme d’égalités. Pour cela, on s’autorise 'introduction de variables d’écart :

min ou max(p =c1 1+ ...+ ¢y Tp)
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al1ry + ... + a1pT, — €1 = b1
ag1r1 + ... + agprT, + e = by
s.c.
ap1r1 + ... + appTy = b
\
TlyevesTny€1,..-,6p—1 >0

2. Une fois mis sous forme standard, on exprime le probléme sous forme standard sim-
pliciale, i.e. telle que la matrice des contraintes A contienne I'identité. Pour cela, on
observe la matrice A :

z T, €1 €L—1 €k €p—1
a1,1 PN Q1n -1

ag—11 -+ Ok—1n -1
g1 ...  Qgn 1

A=

Ap—11 --- Qp_1n 1
Gp 1 PN Qpn
am,1 PN Am.n

Deux cas sont possibles :

e tous les vecteurs canoniques apparaissent dans la matrice A : on débute alors
I’algorithme du simplexe de la méme facon que dans la section précédente en
prenant pour base initiale B ’ensemble des variables dont la colonne dans A est
canonique, i.e. telle que Ag = Iy,.

e la matrice A ne contient pas la matrice identité : on ne peut pas débuter ’algo-
rithme du simplexe. On ajoute alors « artificiellement » & A les vecteurs canoniques
qui lui manquent et on note a; les variables associées. Par exemple, s’il n’existe
pas de variable z telle que A, (la colonne associée a x) soit canonique, alors on
obtient les nouvelles variables suivantes :

Z1 Tn €1 €k—-1 €k €p—101 ap—1 Gp am
a1 - a1n -1 1

ak_l’l . ak_l’n -1 1

a1 e Qk.n 1

A — . .

ap—-11 --- Qp—-1n 1

ap1 ... Qpp 1

am1 ... Gmn 1

La base initiale est alors B = {a1,...,a5—1, €k, ..., €p—1,0p, ..., am} €t on a alors

Ap = I,,. S’il existe une variable dont la colonne est canonique dans A, par exemple
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x1, alors il ne faut pas ajouter de variable artificielle pour obtenir ce méme vecteur
canonique. Admettons que A, soit le p'“™® vecteur canonique, alors il ne faut pas
créer la variable a,, :

r1r 2 Tn €1 €k—1 €k €p—101 Ak—-10p+1  Gm
ai,2 e a1n -1 1
ap—1,2 .-+ Qk—1n -1 1
g2 ... Qkgn 1
A=
ap_l’g e ap_l,n 1
1 ape ... apn
ap+172 e ap+17n 1
Am2 ... Gmn 1
On prend alors pour base initiale B = {a1, ..., a,_1, €k, .-, €p—1,Lp, Apt1,- -, am},

on peut alors débuter I'algorithme du simplexe. Seulement, en créant de nouvelles
variables, on a modifié notre probléme de départ. Le probléme correspondant &
cette nouvelle matrice A est équivalent au probléme initial si et seulement si
a1 = ... = ay, = 0. 11 faut donc, avant de résoudre le probléme de départ, ré-
soudre un probléme dit « auxilaire » :

min [Pauz = a1 + . . . + G

SOit Yauz = el

auz Tauz AVEC
0 1
0 Tn
0 el
Caux = et Taux = :
€p—1
1 ay
1 Am

Si la solution optimale de ce probléme auxiliaire est telle que ¢, # 0, i.e. telle
que 3k, aj # 0, alors le probléme initial n’a pas de solution : Dg = &, sinon (si
a] =...=a;, =0) il posséde au moins une solution réalisable optimale.

Etape 0 : On formule le probléme sous forme standard simpliciale conformément a la
remarque précédente. Si aucune variable artificielle n’est nécessaire pour obtenir cette
forme, alors aller directement & la phase 2, sinon, aller en phase 1.
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Phase 1 - Etape 1 : On commence par résoudre le probléme auxiliaire. La base
initiale est la base B telle que Ag = I,,.

Phase 1 - Etape 2 : Construction du tableau initial. Le tableau est construit de la
méme maniére que dans la méthode précédente.

Variables de base B | Variables hors base H

R 7
AB:Im AH b

G110 (0] ...70) -

ou la derniére ligne est initialisée avec les valeurs de cgyz.

Phase 1 - Etape 3 : On remarque les coiits correspondant a certaines variables de
base (les variables artificielles) sont non nuls : il ne s’agit donc pas des cotts réduits,
on procéde donc & un calcul des cotits réduits dés l'initialisation :

Variables de base B | Variables hors base H
ey Ay ..
Agp =1, Ag b
(.o |1 ..0) (0] ...10) -

Ly (;Oaua:(b)

Remarque 3.56 : Le but de cette phase 1 est de trouver une base B* dans laquelle les
variables artificielles sont nulles, autrement dit une base B* telle que toutes les variables
artificielles appartiennent & H*.

Phase 1 - Etape 4 : Choix de la variable entrante.
Pauz €tant & minimiser, on choisit la variable entrante v. € H telle que Ly(e) soit le
plus négatif possible.

Phase 1 - Etape 5 : Toutes les autres étapes du simplexe sont les mémes que dans la
méthode précédente. Si ¢, = 0, alors aller en phase 2, sinon, le probléme initial n’a
pas de solution : Dp = @.

Phase 2 - Etape 1 : On peut donc enfin débuter la résolution de notre probléme
d’origine. Le tableau initial est obtenu a partir du tableau final du probléme auxiliaire
en supprimant les variables artificielles et en réinitialisant les coftits réduits avec les
coiits réels de la fonction-objectif ¢ (on remplace la derniére ligne par les coefficients
des variables dans la fonction-objectif de départ : ¢; pour les x; et 0 pour les variables
d’écart).
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Phase 2 - Etape 2 : On poursuit 'algorithme du simplexe & partir du tableau obtenu
a l’étape précédente. Le critére de détermination de la variable entrante est :
e pour un probléme de maximisation : v, € H telle que

Ly (ve) = max{Lg(v) | Lg(v) > 0}
e pour un probléme de minimisation : v, € H telle que

Ly (ve) =min{Lyg(v) | Ly(v) <0}
Le critére de détermination de la variable sortante reste le méme quelque soit la nature
du probléme : vs € B telle que

bs = min { bi
ve(s)  iefim] | ve(?)

| ve(i) > 0}

3.3.3 Cas remarquables

Remarque 3.61 : Le déroulement de I'algorithme du simplexe peut présenter quatre cas
particuliers. Nous allons voir a quoi ils correspondent et comment poursuivre quand cela
est possible.

e Cas 1 : Si dans la phase 1 d’un probléme auxiliaire on se retrouve avec Ly > 0 et
Yauz > 0, alors 0 n’est pas optimum de g, donc le probléme initial n’a pas de solution
réalisable et donc pas de solution optimale (D = @).

e Cas 2 : Si la solution optimale est elle que a,, € B* mais que a;,, = 0, alors on peut
trouver une solution optimale avec a,, € H en faisant sortir a,, de la base (vs = a,,) et
en faisant entrer n’importe quel vecteur v. de H tel que ve(s) # 0 (cns pour que B soit
une base).

e Cas 3 : Si lors du choix aucune variable en base ne satisfait au critére de choix de
la variable sortante, alors il n’y a pas d’optimum fini pour le probléme : 'optimum est
infini.

e Cas 4 : Silors du choix de la variable entrante on a Ly (e) = max{Ly(v) |ve H} =0,
alors il y a plusieurs solutions de base optimales et I’ensemble des solutions optimales
est alors caractérisée par les segments joignant ces solutions de base deux a deux.

4 Analyse de sensibilité postoptimale

Le but de I'analyse postoptimale est d’estimer I'influence du changement de certains pa-
ramétres d’un programme linéaire sur la structure et la valeur d’une solution optimale,
autrement dit, on désire connaitre les plages de variations des données pour lesquelles la
solution reste optimale sans avoir & tout recalculer via un simplexe.

Remarque 4.62 : Il existe deux types d’analyse postoptimale :
e lanalyse standard (une seule donnée varie)
e lanalyse paramétrée (plusieurs données varient de fagon liée)

Remarque 4.63 : Les variations étudiées ont lieu sur les cotits (¢) et sur le vecteur des
contraintes (b).
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4.1 Caractérisation de 'optimum

Remarque 4.64 : On rappelle la notation [Ly] = ey — g [An] /5 qui représente les

/B

cotits réduits dans une certaine base (derniére ligne du tableau du simplexe a une certaine

étape) et [LH}/B* = cpr — Che [An+] 5, pour la base optimale (derniére étape).

Remarque 4.65 : On rappelle les conditions d’optimalité et de faisabilité :

e Condition d’optimalité : dans le cas d'un probléme de maximisation (resp. minimi-
sation), la base B* est optimale ssi [LH]/B* < 0 (resp. [LH]/B* > 0).

e Condition de faisabilité (réalisabilité). Une solution de base optimale est réalisable
ssi elle est positive : g« > 0

4.2 Analyse postoptimale de 1’objectif

L’analyse postoptimale de ’objectif consiste & étudier les variations des coeflicients de la
fonction objectif (¢) préservant la condition d’optimalité (la variation de ¢ n’affectant pas
la condition de faisabilité).

4.2.1 Analyse standard

L’analyse standard consiste & remplacer I'un des coefficients ¢; de la fonction-objectif par
une variable qu’on notera ¢ :

(01762)'"7ci—17ci7ci+17"'7cn) - (017627"‘7Ci—17576i+17"'7cn)

puis d’analyser les valeurs de § préservant 'optimalité. En somme, il s’agit de réévaluer les
cotits réduits en fonction de 6 relativement a la base optimale B* précédemment détermi-
née :
-
[LH]/B* = CH* — Cpx [AH*]/B*

Le vecteur [Ly],  s’exprime en fonction de 4, il suffit alors d’exprimer la contrainte d’op-
/Bx* ’

timalité [L H]/B* < 0. On obtient un systéme d’équations dont on tire un intervalle corres-

pondant a la plage de variation de § pour laquelle B* est toujours la base optimale.

4.2.2 Analyse paramétrée

De la méme fagon, on remplace le vecteur ¢ par un vecteur ¢(\) dont tous les termes sont
fonction de A. On procéde ensuite de la méme fagon que pour 'analyse standard.

4.3 Analyse postoptimale du second membre

L’analyse postoptimale de l'objectif consiste & étudier les variations des coefficients de
contraintes (b) préservant la condition de faisabilité (la variation de b n’affectant pas la
condition d’optimalité tant que ’on ne sort pas du domaine réalisable, i.e. tant que la
condition de faisabilité est assurée), i.e. telles que x g~ reste positif. La relation zpg+ = A; b
permet une réévaluation rapide de x g+ sous reserve de détenir AE,{.

Proposition 4.66 : On rappelle que la matrice P, _.p,,, contenant les combinaisons
linéaires de 'algorithme de Gauss Jordan permettant d’exprimer les données dans la
base Bjy1 & partir de ’expression des données dans la base B; représente la matrice de

passage de la base B; a la base B;11. En remarquant que Agl est la matrice de passage
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de la base canonique a lase B*, on peut donc la déterminer simplement & partir des
matrice de passage de chacune des bases intermédiaires :

1
Ap« = Pean—p = Pp,—p X Pp, B, ... PB~Bp, X Pean—B,

ol can représente la base canonique.

4.3.1 Analyse standard

L’analyse standard consiste & remplacer I'un des b; dans b par une variable qu’on notera
0
(di,da;... di-1,diydit1,. .. dn) — (di,da,...,di-1,6,diy1,...,dyn)

On calcule ensuite x g« = Al}l b al’aide de la proposition précédente puis I'inégalité zg+ > 0
nous fournit un systéme donnant l'intervalle dans lequel peut varier é pour que xp+ reste
solution optimale. L'optimum de la fonction-objectif ¢, .. s’obtient alors, en fonction de
8, par la relation ¢*,,.(8) = ch xp+(5)

5 Dualité

Définition 5.67 : A chaque probléme linéaire P dit « primal » on peut associer un
autre probléme linéaire appelé « dual » et noté P* tel que :

_ T
max[p = c’ g
P= s.c. A-z<b

x>0,

et
min [1) =b'
" yeR™
P" =9 sec. ATy >cl

y = 0

Yl

Le probléme primal posséde donc n variables et m contraintes tandis que son dual
posséde m variables et n contraintes.

Remarque 5.68 : La dualité est involutive : (P*)* = P.

Théoréme 5.69 : (Théoreme de la dualité) Soient z* et y* deux solutions réalisables
optimales duales, alors

T % T *
Pmar =C T = ¢mzn:by

> Démonstration : On notew =y' Az € R. Comme w est un scalaire, on a : w = w’

doncy' Az = (y" Ax)" =27 AT y. De plus, on a
p<w<Y

donc c"x <y'" Az <b"y. A Uoptimum (s’il existe), on a max[p] = w* = min[y]. [ |
@ y

Remarque 5.70 : Les correpondances « primal-dual » permettent & partir d’une solution
optimale d’un probléme donné d’en déduire une solution optimale du probléme dual.
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Proposition 5.71 : Soit  z* loptimal dun probléeme P et

m
{Z aijyi<cjlje ﬂl,mﬂ} I’ensemble des contraintes du probléme dual. Quelque
i=1
soit j, deux cas et uniquement deux sont possibles :

e sOit a:;‘ =0

n
e S0it g ai j.Y; = ¢

=1

Remarque 5.72 : On en déduit que
33; >0 = Zai7j'yi =C; < € =0

i
6j>0 <~ Zam-.yi>cj = a:j:()

7

En pratique, il faut retenir les implications suivantes :

Primal = Dual

e; >0 = y =0

;>0 = esz@Zai,j.yf:cj
i

Dual = Primal
e >0 = x;=0
J

Remarque 5.73 : Le systéme d’égalité obtenu duquel on retire les variables dont on a
prouvé la nullité doit étre facilement résoluble, nous donnant la solution de base optimale
du dual du probléme initialement posé.

Théoréme 5.74 : (Théoréeme d’ezistence) Soit P un probléme et P* son dual, on a :
(i) P n’a pas de solution réalisable = P* n’a pas d’optimum fini
(79) P n’a pas d’optimum fini = P* n’a pas de solution réalisable

(131) P a une solution de base réalisable optimale finie = P* aussi
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6 Exemples

Vous trouverez dans cette section quelques exemples de déroulement de simplexes. Les
interprétations, conclusions et détails des calculs intermédiaires n’y figurent pas.

6.1 Exemple 1

Probléme :
max [ = 1lx; — 1lzg — 23]

lx1+2x9+123=0
S.C. 2x1+1z04+423<6
lozy+2294+023>1

Forme standard simpliciale :
max [p = 1lx; — 1xg — 2 23]

lz14+220+123+0e1+0ea+1a; +0a2=0
S.C. 2x1+1xzo4+423+1e1 +0es3+0a;+0as =06
le1+22904+023+0e1 —1es+0a;+1az =1

Phase 1 : résolution du probléme auxiliaire

min [aur = Lag + 1ag]

Base B Hors base H
ai €1 a 1 €T T3 €2 b B
1101]0 1 2 1 0 0
O] 1|0 1 4 0 6
0|01 1 2 0 | —1 1
1101 0 0 0
2| -4|-1]1 1
— variable entrante : o
— rr>1i0n (0,6,1/2 | x2(s) > 0) = variable sortante : a;
a1 est supprimée
Base B Hors base H
o €1 as 1 T3 €9 b B
1 010 1/211/2] 0 0
0 110 3/2]7/2] 0 6
0 0|1 0 -1 | -1 1
—41 010 -2 | —1 1 1
0 1 1 1

— DPoptimum de la fonction auxiliaire est non nul @, # 0 : il n’existe pas de solution
réalisable au probléme initial, i.e. D = &.
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6.2 Exemple 2

Probléme :
max [ = 1x; — 1xo + 2 23]

lzy+2x9+123=5
S.C. 2x1+ 1294+ 0x3 <6
lzy+229+0x3 >4

Forme standard simpliciale :
max [p = 1lx; — 1z + 2 23]

lex;+2x9+12x34+0e1+0e3+0a3 =5
s.cC. 2x1+1x04+02x3+1eg1+0e2+0a; =6
lzy+229+0x34+0e1 —lea+1a1 =4

Phase 1 : résolution du probléme auxiliaire

min [Qguz = 1 aq]

Base B Hors base H
x3 | e |ay || x1 | 22 | e2 || b,
1 0] 0 1 2 0 5
0 1 0 1 0 6
01]0 1 1 2 | -1 4
01]0 1 0 0
-1 -2 1 4

— variable entrante : x9

— n;ion (5/2,6,2 | x2(s) > 0) = variable sortante : a;
ap est supprimée

Plus de variable artificielle dans la base.

Phase 2 :
Base B Hors base H
I3 el xI9 I €9 b B
110 0 0 1 1
0|1 0 3/2 | 1/2 4
01]0 1 1/2 | —1/2 2
2 101 -1 1 0 0
3/2 | =5/2 0
— variable entrante : x1
— n;ion (+inf,8/3,4 | z1(s) > 0) = variable sortante : e;
Base B Hors base H
T3 xr1 X9 el €2 b B
1 0 0 0 1 1
0 1 0 2/3 1/3 8/3
0 1 -1/3 | —2/3 || 2/3
0 13/2|0 0 —5/2 0
-1 -3 4
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L négatif : solution optimale atteinte .

6.3 Exemple 3

Probléme :
max [¢ = 5021 + 40 x9 + 70 x3 + 80 24]

221+ 4290 +8x3+ 6124 <100
s.C. 101 + 822+ 623+ 1024 < 160
lzi+1ag+2x3+ 224 <20

Forme standard simpliciale :
max [p = 50x; + 40z + 70 x5 + 80 z4]

2x1+4x9+8x3+6x4+1e;+0ey+ 0e3 =100
s.C. 1021 + 829+ 623+ 1024 +0e1 +1eg +0e3 = 160
lzi+ 1o +223+224+0e1 +0e2+1eg =20

Base B Hors base H
€1 €9 €3 il i) T3 Ty b B
2 4 8 6 100
10 | 8 6 | 10 || 160
1 1 2 2 20
50 | 40 | 70 | 80 0
50 | 40 | 70 | 80 0

OO O
OO = O
O|l—= O O

— variable entrante : x4
— Ir;ion (50/3,16,10 | z4(s) > 0) = variable sortante : e3

Base B Hors base H
€1 €9 Ty X1 xI9 I3 €3 b B
110 0 -1 1 2 -3 40
0|1 ) 3 —4 -5 60
0|0 1 1/2 | 1/2 1 1/2 10
0] 0|80 50 40 70 0 0
10 0 —10 | —40 || 800

— variable entrante : x
— H;ion (x,12,20 | 1(s) > 0) = variable sortante : eg

Base B Hors base H
e1 | x1 | x4 €9 T9 T3 es b,
1 0 1/5 8/5 | 6/5 —4 92
0 1 0 1/5 3/5 | —-4/5| -1 12
0 1 —-1/10 | 1/5 | 7/5 1 4
010 O 0 0 —10 | —40 || 800
-2 —6 —2 —30 || 920

L négatif : solution optimale atteinte .
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7 Exercices
7.1 Notations

7.

M, p(R) désigne 'ensemble des matrices a k lignes et p colonnes.

Si M € My, »(R), on notera m; ; ses coefficients.

Pour toute matrice M € M, ,(R), on note M € M, 1(R) sa transposée (mlT] =m;;).
RF = My, 1(R) désigne 'ensemble des vecteurs de dimension k.

M (R) = My, 1 (R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

I;, désigne la matrice identité de My (R).

On note 0y, le vecteur de R¥ constitué uniquement de 0.

Si M et N sont deux matrices comportant le méme nombre de lignes, on note (M | N)
la matrice dont les premiéres colonnes sont celles de M et dont les derniéres colonnes
sont celles de V.

Si u et v sont deux vecteurs, on note (> le vecteur dont les premiers éléments sont
v

ceux de u et les derniers éléments sont ceux de v.

2 Questions de cours

1. Soit un probléme linéaire

ot A € Mpn(R), z,¢ € R", b € R™. Ecrivez un algorithme naif déterminant la
solution de ce probléme et précisez la complexité de ce dernier.

2. On note Dpr l'ensemble des solutions réalisables de P. Montez que Dgr forme un
domaine convexe, i.e. que toute combinaison linéaire convexe de points de Dg est
encore dans Dg.

3. Soient A € My, n(R) et b € R™. On souhaite résoudre le systéme linéaire Ax = b.
Expliquez ce qu’apporte le probléme linéaire suivant :

m
min E a;
a€R™ | 4

=1

pP—
Az +1,a=0b
x 2 0p, a2 0p
otta = (a,...,am) € R™ dans la résolution du systéme.

4. Aprés avoir rappelé I'intérét de mettre un probléme sous forme standard simpliciale,
écrivez le probléme suivant :

max [.1‘1 —+ x2 + xg]
z€R3

2x1+x9—2x3>1
—2r1+23=2

1 +x3<3
x1,T2,23 =0

S.C.

sous cette forme.
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7.3 Reésolution de problémes linéaires

1. Résoudre le probléme de programmation linéaire suivant :
max [¢ = 3x1 + 3x2 + 3]

2x1+x0+2x3>4
1'1—:E3§2
r1+xo+213<4
$1,$2,$320

S.C.

2. On se place dans le plan x5 = 0.

(a) Comparez le coefficient directeur de chacune des contraintes avec les coefficients
de la fonction objectif. Que peut-on en déduire sur la nature de la solution ?

(b) Reésolvez graphiquement le probléme et associez chacune des itérations du sim-
plexe & un point du graphique.
3. A partir de quelle valeur de c3 la variable x3 est-elle non nulle & 'optimum ?

4. Soit P le probléme de programmation linéaire suivant :
max [p = 3/2x1 + 3z + x3]

1+ 229 +23< 1
$1—$3§5
r1+2x9+ 223> 1
x1,$2,x320

S.C.

dont la solution est

*
|
ok oo O

Montrez que la solution du probléme dual est

a
S = 0 | la—B=3/2¢etae3/2,2]
B

7.4 Algorithme du simplexe

1. On souhaite améliorer 'algorithme du simplexe dans certaines situations. Proposez
une alternative a la phase 1 pour déterminer une base réalisable initiale dans le cas
ol le déterminant de la matrice des contraintes est non nul.

7.5 Probléme réalisable

1. On considére le programme linéaire suivant, dépendant de ¢ € R :
max [4x1 — 2 x9]

$2§3
s.c. ex1+(2—¢e)zy <4
x1,22 20
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(a) Montrez que le probléme est réalisable (i.e. posséde un domaine réalisable non
vide) quelque soit € € R.

(b) Pour quelles valeurs de ¢ la valeur optimale est-elle non bornée ?

2. Démontrez le lemme de Farkas (bien traiter le sens direct ainsi que la réciproque) :

Ax=1b T T
Hx’{sz S Vy,y A>0=9y b>0

3. En déduire que tout probléme de programmation linéaire dont les contraintes sont

Ax<b . . . . y' A>0 T
— A A . . = >
{ 2> 0 posséde un domaine réalisable non vide ssi Vy, { y>0 =y b>0

4. Pour quelles valeurs de « et § le probléme suivant est-il réalisable :

max [z + 2 2]

T+ 29 < @
S.C. 2x9+ 11 >0

x1,22 20
7.6 C.0O.P.D.
Soient deux problémes duaux :
m[f@ =eTa] - f iy o) =0T
P = Az <b et P*= ATyzc

ot A€ My n(R), z,c € R", y,b € R™. Pour tout k£ € N*, on muni R* du produit scalaire
usuel :

k
(-, ) :RF X R¥: (u,v) HUTU:Z'M‘W
=1
1. Montrez que Vax € R",y € R™, f(z) < g(x) (on rappelle que le produit scalaire est
symétrique).

2. Pour exprimer P et P* sous forme standard, on introduit les deux vecteurs e =

el €1
eR™ et e= : e R":
em €n
_ T i :bT}
max {f(a:) c x] yfgﬂg}i [g(y) Yy
PRy () P () () =
xZOnaezom yZOT)’HEZOn

On note z*,e*,y*, € les vecteurs réalisant f(z*) = max[f(x)] et g(y*) = min[g(y)].
Montrez que si f(z*) = g(y*), alors :

<€*,y*>+<$*76*>:0

3. En déduire que

et retrouver les conditions d’optimalités primal-dual.
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